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Vorwort

Die wachsende Bedeutung der Logik in der Informatik ist nicht zu iibersehen. Methoden und
Ansétze, die auf der Logik beruhen, sind nicht nur in der theoretischen Informatik, sondern
auch in der praktischen Informatik allgegenwértig, wie die zunehmende Verbreitung von
Begriffen wie etwa ,Programmverifikation, ,Wissensreprasentation“, ,Model Checking",
yField Programmable Logic“ bezeugt. Damit stellt sich die Frage, wie Informatikstudenten
in die Logik eingefiihrt werden sollten.

Dieses Skriptum bietet eine mogliche Antwort zu dieser Frage. Es entstand aus einer
Vorlesung ,Logik fiir Informatiker, die in den Wintersemestern 1997/98 und 1998/99 den
Studenten am Ende des Grundstudiums oder Anfang des Hauptstudiums angeboten wurde.
Um ein moglichst breites Publikum — und nicht nur die Aficionados von Mathematik und
Theorie — zu erreichen, wurde die Vorlesung auf zwei Wochenstunden (mit weiteren zwei
Wochenstunden fiir Ubungen) beschriankt!. Neben einem , Leitfaden®, der in die Syntax, Se-
mantik und Beweistheorie der Aussagen- und Pradikatenlogik erster Stufe einfiihrt, enthélt
diese Vorlesung ,Exkurse”, die Anwendungen der Logik in der Informatik — z.B. in relatio-
nalen Datenbanken — oder Vertiefungen — z.B. Pradikatenlogik hoéherer Stufe — gewidmet
sind. Zudem wird wichtigen Standardtechniken wie etwa Induktionsbeweisen und rekursiven
Definitionen auf den Grund gegangen.

Der ,Leitfaden ist in seiner Zusammensetzung ziemlich herkémmlich. Die gewahlte Dar-
stellung, die Informatiker ansprechen sollte, mag es aber weniger sein. Wenn moglich werden
z.B. Beweise bevorzugt, die Algorithmen andeuten. Einige Themen werden nicht nur griind-
lich, sondern auch ,anwendungsnah“ behandelt. So wird z.B. der guten Informatikpraxis
geméf die Skolemisierung fiir Formeln erldutert, die nicht notwendigwerweise in Pranexform
sind. Die behandelten Beweismethoden sind sowohl anschaulich als auch zur Automatisie-
rung geeignet.

Eine iiberschaubare und leichtverstdndliche Darstellung aller Anwendungen der Logik in
der Informatik ist unmoglich. Deswegen wurden fiir diese Vorlesung Anwendungen ausge-
wahlt auf Grund sowohl ihrer Bedeutung in der Informatik als auch ihrer Illustrationskraft
zur Veranschaulichung logischer Begriffe. Zweifelsohne kann die hier getroffene Auswahl in
Frage gestellt werden.

Welche Themen der Logik eine solche Vorlesung behandeln soll, ist eine weitere Frage,
zu der es unterschiedliche Meinungen geben kann. Wenn in den Anfangsjahren der Infor-
matik die Berechenbarkeitstheorie den Ehrenplatz unter den Anwendungen der Logik ein-
nahm, spéter die Beweistheorie die Aufmerksamkeit der Informatiker erhielt, erscheint es
heute angemessen, in einer Einfithrung in die Logik fiir Informatiker die bisher in der In-
formatik oft zu kurz gekommene elementare Modelltheorie zu betonen. Dafiir gibt es zwei
komplementére Griinde. Zum einen werden die anderen Themen ohnehin in verschiedenen
Vorlesungen behandelt: Einfiihrungen in die Berechenbarkeitstheorie in der Einfithrungsvor-
lesung in die Theoretischen Informatik, die in jedem Informatikgrundstudium angeboten
wird; Logikkalkiile in Standardvorlesungen des Hauptstudiums z.B. iiber Deduktionssyste-
me oder iiber Grundlagen der logischen oder funktionalen Programmierung. Zum anderen
findet die Modelltheorie vielfach Anwendung in der Informatik — u.a. in der Theorie der

"Wobei einige der ,Exkurse“ nicht in der Vorlesung behandelt, sondern den Studenten zum eigenstéandigen
Lernen angeboten wurden.



Vorwort

relationalen Datenbanken, zur Formalisierung von Prozessen und Programmabldufen und
in der Diskurs- und Wissensreprasentation. In einigen Féllen — z.B. mit den Modal- und
Nichtmonotonen Logiken — waren sogar Informatik- oder Computerlinguistik-Anwendungen
Anlass zu modelltheoretischen Entwicklungen.

Sei letztlich erwihnt, dass dieses Skriptum ein Entwurf ist, der in Inhalt sowie Gestalt von
den Erfahrungen der kommenden Semester beeinflusst werden kann.

Miinchen, 15. Mérz 1999
F.B. N.E.

Vorwort 2003

Gegeniiber der Fassung von 1999 wurden die verschiedenen Logiken einheitlicher formali-
siert sowie viele Unstimmigkeiten bereinigt. Fiir wertvolle Hinweise zur Verbesserung danken
wir Frau Dr. Sunna Torge und Herrn Dr. Slim Abdennadher sowie ganz besonders Herrn
Prof. Dr. Wilfried Buchholz, dessen Kommentare betréchtliche Vereinfachungen einiger Be-
weise ermoglichten.

Miinchen, 10. Oktober 2003
F.B. N.E.

Vorwort 2005

Die Exkurse iiber Pradikatenlogik hoherer Stufen und iiber UML und OCL, die in den frii-
heren Fassungen noch nicht enthalten waren, wurden hinzugefiigt. Der Abschnitt tiber die
Semantik von Modal- und Temporallogiken wurde umgestaltet und erweitert. Aulerdem ha-
ben wir zahlreiche Hinweise von Horern der Vorlesung eingearbeitet, fiir die wir uns herzlich
bedanken.

Miinchen, 14. Oktober 2005
F.B. N.E.
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1 Einleitung

Die Logik als Formalisierung des rationalen Denkens. Die Logik ist entstanden zur For-
malisierung des rationalen Denkens unabhéngig von einem Bereich des Wissens. Sie beruht
auf der Annahme, dass es universelle Gesetze des rationalen Denkens gibt, die fiir sdmtli-
che Wissensbereiche gleichermafien gelten. Die Logik setzt sich zum Ziel, diese Gesetze zu
untersuchen und zu formalisieren.

Die Wichtigkeit der Logik wurde bereits in der Antike — vor allem bei den Griechen —
erkannt. Thre Hauptanwendung war urspriinglich die Rhetorik, fiir die sie formale Grundla-
gen liefern sollte. Spéter haben mathematische Fragestellungen die Entwicklung der Logik
geprigt, weil die Mathematik wenig Moglichkeiten zum Experimentieren bietet und des-
halb das rationale Denken in dieser Wissenschaft eine besonders hervorgehobene Stellung
einnimmt. Diese Entwicklung hat sich um die Wende zum zwanzigsten Jahrhundert beschleu-
nigt. Mit der Informatik hat die Logik in der zweiten Halfte des zwanzigsten Jahrhunderts
einen neuen, wichtigen Anwendungsbereich bekommen.

Sprachgebrauch von ,Logik” und ,klassische Logik”. Unter einer ,Logik* versteht man
im engeren Sinn eine formale Sprache zur Représentation von Aussagen. Eine Aussage ist
nach Aristoteles eine sprachliche Auferung, von der es sinnvoll ist, zu sagen, sie sei wahr
oder falsch. Diese Charakterisierung trifft zwar heute nicht mehr fiir simtliche Logiken zu
(es gibt zum Beispiel Logiken zur Représentation von Fragen und Antworten), aber fir die
meisten. Die bekannteste Logik ist die Pradikatenlogik erster Stufe, die die Aussagenlogik
als Spezialfall umfasst. Sie wird oft auch die ,klassische Logik* genannt.

In einem weiteren Sinn wird das Wort , Logik aber auch als Bezeichnung der Wissenschaft
verwendet, die sich mit der Untersuchung von verschiedenen ,Logiken* (im engeren Sinn)
beschéftigt. In diesem Sinn bezeichnet ,klassische Logik* auch das Gebiet, dessen Untersu-
chungsgegenstand die Pradikatenlogik erster Stufe ist.

Die zentrale Stellung der klassischen Logik. Neben der klassischen Prédikatenlogik ers-
ter Stufe gibt es viele niitzliche sogenannte nichtklassische Logiken, die die Reprisentation
mancher Konzepte erleichtern, z.B.

e modale Logiken, womit Aussagen mit Modalitidten wie Notwendigkeit, Mdglichkeit,
zeitliche Abhéngigkeiten, usw. versehen werden koénnen,

e temporale Logiken zur Repréisentation zeitlicher Abhéngigkeiten (davor, danach, nie,
immer, usw.),

e die intuitionistische Logik, die Existenzaussagen konstruktiv deutet.

Unter den vielen Logiken, die es gibt, nimmt die klassische Logik eine zentrale Stellung ein:
Sie ist die meistbenutzte Logik; sie dient als Grundlage der Mathematik; andere Logiken wer-
den meist in Bezug auf sie definiert. Warum ist das so? Zunéchst aus historischen Griinden,
aber auch weil die klassische Logik sich immer wieder als passendes Werkzeug erwiesen hat
— auch in der Informatik. Die meisten Informatikforscher pflegen eine besondere Beziehung
zur klassischen Logik: Sie halten sie fiir unzureichend, 16sen sich aber nicht von ihr.



1 FEinleitung

Notwendigkeit einer kiinstlichen Sprache. Die klassische Logik beruht wie jede Logik auf
einer formalen Sprache, die viele Ahnlichkeiten mit Programmiersprachen aufweist. Aber
warum kann man keine natiirliche Sprache als Grundlage verwenden? Weil solche Sprachen
oft mehrdeutig sind. Schon ein so einfaches Wort wie ,und“ kann verschieden ausgelegt wer-
den: In den Sétzen ,er wurde krank und nahm eine Medizin* und ,er nahm eine Medizin und
wurde krank* kann die Konjunktion als Ausdruck von (verschiedenen!) Kausalitéiten verstan-
den werden, wogegen im Satz ,es regnet und der Wind weht die Konjunktion vermutlich
keine Kausalitat ausdriickt. Solche Beispiele sind zahlreich.

Die (formale) Sprache der Préadikatenlogik hat ihre Wurzel in der Antike. Sie wurde aber
vorwiegend im 19. Jahrhundert entwickelt von Gottlob Frege (Wismar 1848 — Bad Kleinen
1925), Giuseppe Peano (Cuneo 1858 — Turin 1932) und Charles Sanders Pierce (Cambridge,
USA 1839 — Milford, USA 1914), die unabhéngig voneinander die Quantoren vorschlugen.
Von einem Autor zum anderen weicht die Sprache der Préadikatenlogik erster Stufe gering-
fligig ab. Diese Abweichungen sind unwesentlich, kénnen jedoch verwirren.

SchlieBen als Rechnen. Die zentrale Idee der Logik ist, dass Schlussfolgerungen berechnet
werden konnen, dhnlich wie Groflen aus arithmetischen Gleichungen. Insbesondere Gottfried
Wilhelm Leibniz (Leipzig 1646 — Hannover 1716) hat diese Idee vermittelt. Diese Vorstellung
mag dem modernen Mensch natiirlich erscheinen, ist aber eine der grofiten Entdeckungen
der Geschichte. Damit wird die enge Beziehung zwischen Logik und Mathematik verstéirkt.
Was Schlussfolgerungen sind und wie sie berechnet werden konnen, ist das zentrale Thema
dieser Vorlesung.

Anwendungen von Logiken. Sowohl die Préadikatenlogik als auch nichtklassische Logi-
ken finden Anwendung in vielen Bereichen. In der Philosophie werden Logiken — meist die
Pradikatenlogik — wie in der Mathematik zum einen verwendet, wenn formale, eindeutige
Beschreibungen nétig sind, zum anderen wenn Begriffe wie Bedeutung, Wahrheit, Modali-
taten, usw. untersucht werden. In der Linguistik dienen die Pradikatenlogik sowie andere
Logiken zur Formalisierung von natiirlichen Sprachen. In der Informatik werden Logiken
als Modellierungsprachen eingesetzt (kiinstliche Intelligenz, Entwurf von Schaltkreisen), zur
Formalisierung der Semantik von Programmiersprachen, als Teile von Programmiersprachen
(Boole’sche Ausdriicke) und sogar als ganze Programmiersprachen (Logikprogrammierung).
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2 Syntax

Dieses Kapitel fiihrt formale Sprachen zur Représentation von ,,Aussagen” ein. Den Schwer-
punkt bilden dabei die Sprachen der Aussagenlogik und der Pradikatenlogik erster Stufe.
Formale Darstellungen von ,,Aussagen” in einigen anderen Logiken werden ebenfalls ange-
sprochen, zum Beispiel in der mehrsortigen Pradikatenlogik erster Stufe, in der Pradikaten-
logik zweiter Stufe und in der Modallogik.

Abzdhlbare und aufzdhlbare Mengen. Zwei grundlegende mathematische Begriffe kom-
men im folgenden haufig vor und sollen deshalb kurz rekapituliert werden.

Eine Menge S heifit abzdhlbar, wenn es eine Surjektion N — S gibt. Die Surjektion N — S
muss keine Bijektion sein. Damit sind insbesondere auch endliche Mengen abzéahlbar (man-
che Autoren definieren ,abzéhlbar* so, dass der endliche Fall nicht eingeschlossen ist). Wir
verwenden die Bezeichnung abzdhlbar unendlich fiir abzédhlbare Mengen, die nicht endlich
sind.

Eine Menge S heifit rekursiv aufzdhlbar oder kurz aufzdhlbar,wenn es einen Algorithmus
aufzdhlungg mit den folgenden Eigenschaften gibt:

—_

aufzihlungg hat eine natiirliche Zahl als Argument.
aufzihlungg (i) terminiert fiir jedes i € N.

aufzihlungg (i) liefert als Ergebnis ein Element aus S.

- W N

Fiir jedes s € S gibt es mindestens ein i € N, so dass aufzdhlungg(i) das Element s als
Ergebnis liefert.

Man sagt, dass ein solcher Algorithmus die Menge S aufzdhlt. Die Bedingungen 1, 3 und 4
bedeuten, dass der Algorithmus eine Surjektion N — S berechnet. Jede aufzdhlbare Menge
ist also abzéhlbar. Bei einer aufzéhlbaren Menge muss die Surjektion durch einen Algorith-
mus berechenbar sein, bei einer abzahlbaren dagegen nicht notwendigerweise.

Zum Beispiel ist fiir eine ,yerniinftige Programmiersprache die Menge aller syntaktisch
korrekten Programme dieser Sprache abzéhlbar und aufzéhlbar. Die Teilmenge aller syntak-
tisch korrekten Programme, die fiir manche Eingaben nicht terminieren, ist zwar ebenfalls
abzahlbar, aber nicht aufzéhlbar.

Wie der Begriff ,,Algorithmus* formalisiert werden kann, wird in dieser Vorlesung nicht
naher prazisiert.

2.1 Aussagenlogik

Mit der Aussagenlogik werden hauptséichlich logische Verkniipfungen wie ,nicht*, ,und“,
,oder untersucht. Zur syntaktischen Représentation dieser Verkniipfungen von Aussagen
dienen sogenannte Junktoren: — fiir die einstellige Verkniipfung ,nicht”, A fiir die zweistelli-
ge Verkniipfung ,,und“, Vv fiir ,oder, = fiir ,wenn dann“, < fiir ,,genau dann wenn“.

Die einfachsten Aussagen, die damit verkniipft werden konnen, sind die konstant wahre
Aussage, représentiert durch T (gesprochen ,top* oder auch ,verum*) und die konstant falsche
Aussage, reprisentiert durch L (gesprochen ,bottom* oder auch ,falsum*). Man nennt T und
L die nullstelligen Junktoren.

Welche weiteren Aussagen in der formalen Sprache reprasentiert werden miissen, héngt
von der Anwendung ab, fiir die die Sprache verwendet wird. Es gibt deshalb nicht ,die*

11



2 Syntax

Sprache der Aussagenlogik, sondern verschiedene Sprachen der Aussagenlogik, die sich in
ihrem anwendungsspezifischen Teil unterscheiden. Den anwendungsspezifischen Teil einer
Sprache einer Logik nennt man iiblicherweise die Signatur der Sprache.

Die Signatur einer Sprache der Aussagenlogik definiert sogenannte ,,Aussagensymbole”. Je-
des Aussagensymbol dient zur syntaktischen Représentation irgend einer Aussage, die wahr
oder falsch sein kann, wie etwa ,es regnet” oder , Franz ist krank®. Die durch Aussagensymbole
reprasentierten Aussagen werden als elementar betrachtet, das heifit, dass die Aussagenlogik
keine sprachlichen Mittel zur Darstellung der inneren Struktur solcher Aussagen bietet. Bei-
spielsweise ist einer aussagenlogischen Reprisentation nicht zu entnehmen, dass die Aussage
oFranz ist krank* mit der Aussage ,Hans ist krank” mehr gemeinsam hat als mit der Aussage
,es regnet”.

Definition 2.1.1 (Sprache [Aussagenlogik]). Eine Sprache £ der Aussagenlogik ist gege-
ben durch ihre Signatur. Zusétzlich gehoren zu £ die logischen Symbole der Aussagenlogik.

e Die logischen Symbole der Aussagenlogik sind:

1. Die Menge der Hilfszeichen ) und (

2. Die Menge der nullstelligen Junktoren: {T, L}.
Die Menge der einstelligen Junktoren: {—}.
Die Menge der zweistelligen Junktoren: {A,V, =, <}.

e Die Signatur einer Sprache £ der Aussagenlogik besteht aus einer einzigen Symbol-
menge Relﬁoz einer Menge von Aussagensymbolen.
Diese heiflen auch nullstellige Relationssymbole oder nullstellige Prddikatssymbole.

Die Menge der Aussagensymbole ist abzéhlbar (iiblicherweise sogar aufzéhlbar) und mit
jeder der anderen erwahnten Mengen disjunkt, und kein Aussagensymbol besteht aus einer
Sequenz von Symbolen, in der ein Symbol aus einer der anderen Mengen vorkommt. n

Die alternativen Bezeichnungen ,nullstellige Relations-/Pradikatssymbole fiir Aussagen-
symbole haben ihren Grund darin, dass sie ein Spezialfall der entsprechenden Symbole der
Pradikatenlogik erster Stufe sind. Manche Autoren verwenden die Bezeichnung ,,Aussagen-
variablen“, die aber im Zusammenhang mit der Prédikatenlogik erster oder gar zweiter Stufe
Missverstandnisse provoziert: in diesen Logiken gehoren ,Variablen® zu einer vollig anderen
syntaktischen Kategorie als Aussagensymbole (siche Abschnitt 2.3 und Abschnitt 2.11).

In Kapitel 3 werden wir sehen, dass auch andere Junktoren mdoglich sind als die in Defini-
tion 2.1.1 genannten. Das ist der Grund, warum manche Autoren mehr oder weniger Junk-
toren einfiithren. Die Schreibweise der Junktoren variiert auch ein wenig von Autor zu Autor:
zum Beispiel wird der Implikationsjunktor statt = manchmal O geschrieben.

Als Aussagensymbole dienen héufig Grofibuchstaben mit oder ohne Indizes. In manchen
Anwendungen benutzt man fiir die Aussagensymbole auch Bezeichner wie in Programmier-
sprachen. Wir werden in Beispielen meistens Kleinbuchstaben wie p, ¢, r als Aussagensym-
bole verwenden.

Definition 2.1.2 (Formel [Aussagenlogik]). Sei £ eine Sprache der Aussagenlogik.

e Jedes Aussagensymbol von L ist eine atomare L-Formel.
Eine atomare £-Formel nennt man auch kurz atomare Formel oder einfach Atom.

12



2.1 Aussagenlogik

e Die Menge Fr der L-Formeln, kurz Formeln, ist die kleinste Menge, die die folgenden
Bedingungen erfiillt:

1. T und L und alle atomaren £-Formeln sind in 7.
2. Ist F' € Fr, so ist auch —F € Fr.
3. Ist F' € Fr und G € Fz und 0 ein zweistelliger Junktor, so ist auch (F 0 G) € Fr.
|
Informell und ungenau, weil dabei die Klammerung implizit bleibt, kann die Definition
auch so formuliert werden: Sind Fi,. .., F, (fiir n = 0,1,2) £-Formeln, so sind es auch ihre
Verkniipfungen mit n-stelligen Junktoren.
Zum Beispiel ist (pV =(gAr)) eine L-Formel fiir jede Sprache £ der Aussagenlogik, deren
Signatur die Symbole p, ¢ und r als Aussagensymbole definiert. —=(_L = T) ist eine £-Formel
jeder Sprache £ der Aussagenlogik.

Bemerkungen:
1. In der Terminologie der Theoretischen Informatik wiirde £ nicht als ,Sprache‘ be-
zeichnet, sondern als ,Alphabet”, und die Menge F; der £-Formeln als eine ,,(formale)
Sprache* iiber L.

2. T und L sind besondere, nicht zusammengesetzte L£-Formeln. Wir haben sie nicht
als atomare Formeln definiert (eine willkiirliche Entscheidung, die aber spéter gewisse
technische Sonderfélle vermeidet).

3. Die Menge F, aller £L-Formeln ist abzédhlbar, weil nach Definition die Menge der Aus-
sagensymbole von £ abzéhlbar ist. Ist diese Menge dariiberhinaus aufzéhlbar, so ist
auch F, aufzéhlbar. n

Existiert die ,kleinste Menge“, von der in Definition 2.1.2 die Rede ist? Aus den folgenden
Griinden lautet die Antwort ,,ja*.

Zum einen gibt es iiberhaupt eine Menge, die die Bedingungen 1 bis 3 der Definition 2.1.2
erfiillt, namlich die Menge aller Worter, die aus den Symbolen unserer Sprache £, also aus T,
1, Aussagensymbolen, Junktoren und Klammern, gebildet werden konnen (siehe Vorlesung
ynformatik IV*).

Zum anderen erfiillt der Durchschnitt jeder Menge von Mengen, die die Bedingungen 1
bis 3 von Definition 2.1.2 erfiillen, ebenfalls diese Bedingungen. Der Durchschnitt der Menge
aller Mengen, die die Bedingungen 1 bis 3 erfiillen, ist also die kleinste Menge, von der Defi-
nition 2.1.2 spricht. Jede Menge, die die Bedingungen 1 bis 3 erfiillt, enthélt unter anderem
das Element T, deshalb ist die kleinste Menge nicht leer.

Prinzip der induktiven Definition. Das Prinzip, nach dem die £-Formeln definiert werden,
heifit ,induktive Definition*. Die Definition von Formeln der Aussagenlogik und spéter von
Termen und Formeln anderer Logiken ist nach folgendem Schema ausgedriickt:

die Menge der X ist die kleinste Menge, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

3

Statt dieses Schemas wird oft auch wie folgt formuliert:

13

»,X werden induktiv definiert durch folgende Bedingungen: ...
wobei manche (vorsichtigen) Autoren am Ende noch hinzufiigen:
,hichts anderes ist ein(e) X*.
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2 Syntax

Beide Ausdrucksweisen bedeuten das Gleiche. Genauer gesagt: die zweite Ausdrucksweise
ist mittels der ersten definiert, die auch in Definition 2.1.2 gewahlt wurde. Eine Definition
der Menge Fr aller £-Formeln durch eine kontextfreie Grammatik mit Alphabet £ ist ei-
ne dhnliche Definition, da die Menge aller von der Grammatik erzeugten Worter ebenfalls
induktiv definiert ist.

Wir iiberzeugen uns nun, dass tatsdchlich ,nichts anderes“ eine L-Formel sein kann als
das, was in den drei Fallen der induktiven Definition vorkommt.

Satz 2.1.3 (Formelgestalt). Sei £ eine Sprache der Aussagenlogik. Jede L£-Formel hat
eine der Gestalten T oder L oder atomar oder =G fiir eine £-Formel G oder (G 6 H) fiir
L-Formeln G und H und einen zweistelligen Junktor 6.

Beweis: Angenommen, das ware nicht der Fall, und es gibe eine £-Formel F' € F., die
weder die Gestalt T oder L oder atomar besitzt, noch die Gestalt =G, noch die Gestalt
(G 6 H). Dann betrachten wir die Menge F} = F \ {F'}. Sie hat folgende Eigenschaften:

(i) T, L sowie alle atomaren Formeln sind in F}, da F keine dieser Gestalten hat.
(i) Sei G € F;, dann ist auch -G € F;, da F nicht diese Gestalt hat.

(iii) Seien G € F7 und H € F} und 6 ein zweistelliger Junktor, dann ist auch (G 6 H) € F;,
da F' nicht diese Gestalt hat.

Damit erfiillt 7} die Eigenschaften 1 bis 3 von Definition 2.1.2 und ist andererseits eine echte
Teilmenge von Fr, im Widerspruch dazu, dass F; die kleinste derartige Menge ist. Demnach
ist die Annahme falsch. Also hat jede £-Formel eine der genannten Gestalten. "

Mit diesem Ergebnis ist aber noch nicht ausgeschlossen, dass eine £-Formel mehrere dieser
Gestalten haben konnte, zum Beispiel durch verschiedene Klammerungen bei verschachtel-
ten zweistelligen Junktoren. Um die Eindeutigkeit der Gestalt von Formeln nachweisen zu
kénnen, miissen wir erst eine spezielle Beweistechnik einfiithren, das sogenannte Prinzip der
strukturellen Induktion, das eng mit induktiven Definitionen verwandt ist.

Satz 2.1.4 (strukturelle Induktion). Sei £ eine Sprache der Aussagenlogik. Um zu zeigen,
dass alle £-Formeln eine Eigenschaft £ haben, geniigt es, zu zeigen:

1. Basisfille: T und L sowie alle atomaren £-Formeln besitzen die Eigenschaft €.
2. Induktionsfille:

a) Wenn eine £-Formel F' die Eigenschaft £ besitzt, so besitzt auch die Formel —F
die Eigenschaft £.

b) Wenn zwei £-Formeln F; und F5 die Eigenschaft £ besitzen, dann besitzt fiir
jeden zweistelligen Junktor 6 auch die Formel (F; 6§ Fy) die Eigenschaft £.

Beweis:  Sei ¢ C F- die Menge aller £-Formeln mit Eigenschaft £. Die genannten
Basisfélle und Induktionsfille seien fiir £ erfiillt. Dann ist ¢ eine Menge, die die drei
Eigenschaften von Definition 2.1.2 erfiillt. Da F; aber die kleinste derartige Menge ist, gilt
Fr C ng, also Fr¢ = Fr. n
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2.1 Aussagenlogik

Im Fall 2(b) ist das Wort ,zwei“ so gemeint, dass F; und F, nicht notwendigerweise
verschieden sind. Dies ist ein typisches Beispiel fiir die Art von Mehrdeutigkeiten, die formale
Sprachen vermeiden sollen.

Die Argumentation im obigen Beweis beruht, wie im Beweis des Satzes zuvor, wesentlich
auf der in der induktiven Definition geforderten Minimalitét der Menge. Bevor wir das neue
Beweisprinzip seinerseits verwenden, (u.a. zum Beweis des Eindeutigkeitssatzes), gehen wir
noch kurz auf eine Verallgemeinerung ein.

Definition 2.1.5. Sei S eine Menge und sei Rel eine Menge von Relationen iiber S. Eine
Teilmenge T' C S heifit abgeschlossen beziiglich Rel, wenn fiir alle R € Rel und fiir alle
TlyeeoyTp_1,y € S gilt: wenn 1 € T,...,2p—1 € T und (x1,...,2,-1,y) € R ist, dann ist
auch y € T. n

Zur Veranschaulichung sei S die Menge der natiirlichen Zahlen und 7" die Menge der
geraden Zahlen. Die Relation R sei die Menge aller Tripel (z1, 22, y) von natiirlichen Zahlen,
fir die 1 + zo = y ist. Dann ist T abgeschlossen beziiglich {R}, weil die Summe von
zwei geraden Zahlen nicht nur eine beliebige natiirliche Zahl, sondern eine gerade Zahl ist.
Dagegen ist die Menge der ungeraden Zahlen nicht abgeschlossen beziiglich {R}.

Satz 2.1.6 (strukturelle Induktion, Verallgemeinerung). Sei S eine Menge, B (fiir Basis)
eine Teilmenge von S, und Rel eine Menge von Relationen iiber S. Sei T eine Menge mit
B CT C S, sei T abgeschlossen beziiglich Rel, und es gelte ferner T' C U B; wobei
ieN
BO = B
Biy1 = B;U U {y | r1€B;,...,xh_1€B;, ($1,...,xn,1,y) € R}
ReRel

Dann gilt: T'= U B;.
ieN

Beweis:  Es reicht, nachzuweisen dass fiir jedes i € N gilt B; C T'. Diesen Nachweis fiihren
wir durch vollstandige Induktion {iber .

Induktionsbasis i = 0: Nach Voraussetzung gilt By = B und B C T. Also ist By C T.

Induktionsschritt i — ¢ + 1: Sei B; C T. Nach Definition besteht B;;1 aus B; sowie
zusétzlichen Elementen y € S. Da T abgeschlossen beziiglich Rel ist, gilt fiir jedes dieser
Elemente dass y € T ist. Also ist B;4 1 C T. n

Das verallgemeinerte Beweisprinzip der strukturellen Induktion wird also auf das her-
kémmliche Beweisprinzip der vollstédndigen Induktion tiber die natiirlichen Zahlen zuriick-
gefiihrt, das vorausgesetzt wird. Die herkémmliche vollstdndige Induktion ist Teil der Axio-
matisierung der natiirlichen Zahlen — siehe Abschnitt 3.10.

Auf die L-Formeln wird dieses verallgemeinerte Prinzip anwendbar fiir den Sonderfall
S = Menge der L£-Formeln, B = Menge der atomaren L£-Formeln zusammen mit T und L,
Rel = {R-,Rn,Ry,R—,Ro} mit R = {(F,—F) | F € 7t} und Ry = {(F,G,(FAQG)) |
F € Fr und G € Fr} usw., und T = Menge der £-Formeln mit Eigenschaft £.

Doch nun zu der Frage, ob die Gestalt von aussagenlogischen Formeln eindeutig bestimmt
ist.
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2 Syntax

Satz 2.1.7 (Eindeutigkeitssatz [Formel, Aussagenlogik]). Sei £ eine Sprache der Aussa-
genlogik. Fiir jede £-Formel F' gilt genau eine der folgenden Aussagen:

1. FF=T oder F = 1 oder F' ist atomar.
2. Es gibt eine eindeutige £-Formel G, so dass F' = -G.

3. Es gibt ein eindeutiges Paar (G, H) von L-Formeln und einen eindeutigen zweistelligen
Junktor 6, so dass F' = (G 6 H).

Beweis: Da F in jedem der Félle mit einem anderen Symbol beginnt, gilt trivialerweise
fiir jede £-Formel hochstens eine der drei Aussagen. Um zu zeigen, dass mindestens eine der
drei Aussagen auf F' zutrifft, verwenden wir Satz 2.1.3. Demnach hat F' eine der Gestalten,
die in den drei Aussagen vorkommen.

e Hat F' die Gestalt F' =T oder F' = L oder F ist atomar, dann gilt Aussage 1 fiir F'.

e Hat F' die Gestalt F' = -G fiir eine L£-Formel G, bleibt noch die Eindeutigkeit nachzu-
weisen. Sei also aulerdem F' = =G’ fiir eine £-Formel G’. Wenn G und G’ verschieden
waren, entstiinden durch Voranstellen des selben Symbols — vor beide Worter wieder
verschiedene Worter, d.h., =G und =G’ wiren verschieden im Widerspruch dazu, dass
beide gleich F' sind. Also ist G = G’. Damit gilt Aussage 2 fiir F'.

e Hat F die Gestalt F' = (G 6 H) fir L-Formeln G und H und einen zweistelligen
Junktor 4, so bleibt noch die Eindeutigkeit fiir diesen Fall nachzuweisen, und dann gilt
Aussage 3 fiir F.

Wenn dieser letzte Nachweis erbracht ist, ist Satz 2.1.7 bewiesen.

Dieser Nachweis ist nicht schwierig, aber etwas mithsam. Wir verwenden folgende Hilfsmit-
tel: fiir ein Wort H, also eine Sequenz von Symbolen, seien ¢(H) bzw. r(H) die Anzahl der
in H vorkommenden linken (6ffnenden) Klammern bzw. rechten (schlieBenden) Klammern.
Unter einem Préfix einer Formel verstehen wir ein nichtleeres Wort, mit dem die Formel
beginnt. Ein echter Préfix einer Formel ist ein Préfix, der nicht gleich der Formel ist.

(a) Jede L£-Formel hat die Eigenschaft, gleich viele linke wie rechte Klammern zu enthalten,
das heifit, fir alle H € F; ist {(H) = r(H).

Durch strukturelle Induktion.

Basisfille: T, 1 und atomare £-Formeln enthalten weder linke noch rechte Klammern,
also gleich viele.

Induktionsfall Negation: Es gelte ¢(F) = r(F'). Da ¢(=F) = {(F) und r(—=F) = r(F)
ist, gilt dann auch {(=F) = r(=F).

Induktionsfall zweistelliger Junktor 6: Es gelte ((F') = r(F') sowie {(G) = r(G). Wegen
U (FOG) ) = 1+ L(F)+ 4G) und r( (FOG) ) = 1+ r(F) + r(QG) gilt dann auch
U (FOG) ) =r( (FIG)).

(b) Jede £-Formel hat die Eigenschaft, ein vom Negationssymbol verschiedenes Symbol zu
enthalten.

Durch strukturelle Induktion.
Basisfille: T, L und atomare L-Formeln bestehen jeweils aus einem vom Negations-
symbol verschiedenen Symbol.
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2.1 Aussagenlogik

Induktionsfall Negation: F enthalte ein vom Negationssymbol verschiedenes Symbol.
Dann enthélt auch —F' dieses Symbol.

Induktionsfall zweistelliger Junktor 6: unabhingig von F' und G enthilt (F' 6 G) das
vom Negationssymbol verschiedene Symbol (.

(c) Ein echter Prafix P einer £-Formel ist entweder eine Sequenz von Negationssymbolen
oder es gilt £(P) > r(P).
Durch strukturelle Induktion.
Basisfille: Die Behauptung gilt fiir T, 1 und atomare £-Formeln, da diese gar keinen
echten Prifix haben.
Induktionsfall Negation: Fir F' gelte, dass jeder echte Prafix @ eine Sequenz von Nega-
tionssymbolen ist oder £(Q) > r(Q) ist. Sei P ein echter Préfix von —F. Ist P = =, so
ist P eine Sequenz von Negationssymbolen und die Behauptung gilt. Ist P = =@ fiir
einen echten Prafix () von F, so ist entweder P eine Sequenz von Negationssymbolen
oder £(P) =£(Q) > r(Q) = r(P) und die Behauptung gilt fir —F.
Induktionsfall zweistelliger Junktor 0: Fir F' und G gelte, dass jeder echte Prafix @
eine Sequenz von Negationssymbolen ist oder £(Q) > r(Q) ist. In jedem der beiden
Fille gilt also 4(Q) > r(Q)

Sei P ein echter Prifix von (F 0 G). Ist P = (, so gilt {(P) =1 > 0 = r(P). Ist

= (Q mit @ echter Prifix von F, so gilt /(P) =14+4(Q) > 1+ T‘(Q) r(Q) = r(P).

Ist P = (F oder P = (F0, soist {(P) =1+ ¢F)=1+r(F) > r(F)=r(P). Ist
= 1+r(F)+4(Q) >

= (F0Q mit Q echter Préfix von G, so ist £(P) = 14+4(F)+4(Q)
1+r(F)+rQ) > r(F)+r(Q) = r(P). Stets gilt also {(P) >
Behauptung fir (F 0 G).

r(P) und damit die

(d) Ein echter Préfix einer £-Formel ist keine £-Formel.
Dies ergibt sich unmittelbar aus (c), (b) und (a).

(e) Ist eine L£-Formel von der Gestalt (G; 61 H;) sowie von der Gestalt (Gy 62 H3), so gilt
G1 = GQ und 01 = 92 und H1 = Hg.

Sonst ware (G; ein echter Prifix von GGy oder G5 ein echter Prafix von G, im Wider-
spruch zu (d).

Damit ist die gewilinschte Eindeutigkeit fiir die dritte Aussage von Satz 2.1.7 nachgewiesen.m

Der Satz 2.1.7 besagt, dass die in der Definition 2.1.2 implizite Grammatik eindeutig ist,
also jeder £L-Formel genau einen Syntaxbaum zuordnet. Diese Eindeutigkeit berechtigt dazu,
aussagenlogische Formeln in der vertrauten Weise durch Badume darzustellen, wie z.B. die
Formel (pV =(¢ A 7)) durch den Baum:

|

N
— \7"

p

q

Die Eindeutigkeit wird wesentlich durch die Klammerung von Formeln der Gestalt (F' 0 G)

erreicht. Ohne diese Klammern wire zum Beispiel die syntaktische Struktur der Symbolfolge
p A qV r nicht eindeutig.
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2 Syntax

Warum will man die Syntax so definieren, dass der Eindeutigkeitssatz gilt? Wenn die Syn-
tax mehrdeutig ist, gilt dies auch fiir die Semantik. Ohne eindeutige Syntax hétte man also
auch keine eindeutige Bedeutung. Mehrdeutigkeiten konnen Missverstandnisse verursachen.
Der Zweck einer formalen Sprache besteht aber gerade darin, Missverstdndnisse auszuschlie-
Ben. Mehrdeutigkeiten erschweren iiberdies die Automatisierung oder machen sie sogar ganz
unmoglich.

Fiir die natiirliche Sprache gilt kein Eindeutigkeitssatz. Der englische Satz ,,The male
guides fish.“ hat zum Beispiel zwei vollig verschiedene syntaktische Strukturen, bei denen
die Worter unterschiedlichen Wortarten zugeordnet werden: zum einen die Struktur Subjekt-
Verb-Objekt mit dem Verb ,to guide“ und der Bedeutung ,Das Mannchen fiihrt Fische®,
zum anderen die Struktur Subjekt-Verb mit dem Verb ,to fish“ und der Bedeutung ,Die
ménnlichen Fiihrer fischen“. Im Deutschen sind solche Beispiele wegen der Flexionsendungen
und der Gro$-/Kleinschreibung seltener, aber es gibt sie, zum Beispiel die Frage: ,Fliegen
sieben Bienen?

Meistens bevorzugt man in solchen Beispielen zwar jeweils eine der Lesarten, aber nicht
aus syntaktischen Griinden, sondern aus semantischen.

Definition 2.1.8 (Teilformel). Sei £ eine Sprache der Aussagenlogik. Die unmittelbaren
Teilformeln einer L£-Formel werden wie folgt definiert:

1. T, L und atomare £-Formeln haben keine unmittelbare Teilformel.
2. F ist die einzige unmittelbare Teilformel von —F'.

3. F und G sind die einzigen unmittelbaren Teilformeln von (F' 6 G), wobei 6 ein zwei-
stelliger Junktor ist.

Die Menge der Teilformeln einer L-Formel F' ist die kleinste Menge, die F' enthélt sowie
alle unmittelbaren Teilformeln aller ihrer Elemente. m

Die Teilformeln einer Formel F' konnen auch als die Teilworter von F' definiert werden,
die £-Formeln sind. In der Baumdarstellung einer Formel entsprechen die Teilformeln den
Teilbdumen und die unmittelbaren Teilformeln den unmittelbaren Teilbdumen (also denen,
deren Wurzel ein Kindknoten der Gesamtwurzel ist).

Induktive Definitionen und Unendlichkeit. Fiir jede Sprache £ der Aussagenlogik enthélt
die Menge Fr unendlich viele Elemente. Tatséchlich ist die Spezifikation von unendlichen
Mengen einer der Hauptzwecke von induktiven Definitionen: wenn man die durch die Basis-
falle gegebenen Elemente in die Induktionsfille einsetzt, erhélt man weitere Elemente, die
man wieder in die Induktionsfélle einsetzen kann, um weitere Elemente zu erhalten, und so
weiter.

Aus dieser Unendlichkeit der Gesamtmenge folgt aber nicht, dass ihre Elemente unendlich
grofl waren. Im Gegenteil kann man ganz einfach durch strukturelle Induktion zeigen, dass
jede L-Formel aus endlich vielen Symbolen besteht. Eine unendlich groie Kombination von
Junktoren kann also keine L£-Formel sein, auch wenn sie Stelligkeiten, Klammerung usw.
nicht verletzt. Solche unendlichen Gebilde kénnen zwar durchaus in Mengen vorkommen,
die die Bedingungen 1 bis 3 von Definition 2.1.2 erfiillen, aber eben nicht in der kleinsten
derartigen Menge.
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2.2 Préfix-/Postfixnotation, Prézedenzen

Dieser Unterschied ist typisch fiir Mengen, die mit dem hier betrachteten Prinzip der
induktiven Definition gebildet werden kénnen: die Menge aller Wérter iiber einem Alphabet
enthalt unendlich viele Worter, aber jedes davon besteht nur aus endlich vielen Zeichen; die
Menge aller Bindrbaume enthélt unendlich viele Bdume, aber jeder davon besteht nur aus
endlich vielen Knoten und Kanten; die Menge aller natiirlichen Zahlen enthalt unendlich
viele Zahlen, aber jede davon ist endlich.

Wenn man unendlich grofie Elemente zulassen will, benttigt man ein allgemeineres Prinzip
namens transfinite Induktion, das neben Basisfallen und Induktionsfillen auch sogenannte
Limesfille beriicksichtigt.

Meta- und Objektsprachen. Eine Aussage wie ,wenn eine Formel die Gestalt (F' = G)
hat, dann sind F' und G eindeutig bestimmt* enthélt eine Implikation in der Objektsprache,
in der wir Formeln bilden kénnen, und eine andere Implikation in der Metasprache, in der wir
iiber Formeln und andere Dinge der Objektsprache reden. Man darf die beiden Sprachebenen
nicht durcheinanderbringen. Wir reservieren deshalb Symbole wie = fiir die Objektsprache
und benutzen in der Metasprache nie Symbole, sondern nur verbale Umschreibungen wie
,wenn ... dann ...“

Wenn eine Objektsprache z.B. Integrale oder Halbgruppen oder Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen beschreibt, kommen Junktoren und Quantoren nur in der Metasprache vor, und
man benutzt dann iiblicherweise die Symbole auf der Ebene der Metasprache. In diesen
Féllen kann kein Konflikt mit den Symbolen der Objektsprache entstehen. Die Logik ist
das einzige wissenschaftliche Gebiet, in dem die Symbole fiir Junktoren und Quantoren in
der Objektsprache vorkommen und deshalb nicht mehr fiir die Metasprache zur Verfiigung
stehen, also das einzige Gebiet, in dem das Problem eines Konflikts zwischen den Symbolen
iiberhaupt auftritt.

2.2 Exkurs: Prafix- und Postfixnotation und Prazedenzen

In der eingefiihrten Syntax dienen die Klammern offensichtlich dem Zweck, dass der Eindeu-
tigkeitssatz gilt. Es gibt Alternativen, die den selben Zweck ohne Klammern erreichen: die
Préfixnotation, die Postfix- oder polnische Notation und Prézedenzen.

Die Préfixnotation. Statt (FOG) wird geschrieben: 0 FG. Der einstellige Junktor wird wie
bisher geschrieben, also —F'.

Die Stelligkeit jedes Junktors lasst eindeutig erkennen, wieviele Teilformeln als Argumente
auf den Junktor folgen. Diese Notation ist weniger gut lesbar als die Infixnotation.

Die Postfixnotation. Statt (FOG) wird geschrieben: FG. Statt —F wird geschrieben: F'—.

Auch hier ist aus der Stelligkeit der Junktoren eindeutig rekonstruierbar, was jeweils die
Argumente sind, und auch hier ist die Lesbarkeit schlechter als mit der Infixnotation. Die
Postfixnotation heifit auch polnische Notation, weil sie von dem polnischen Logiker Jan
Lukasiewicz (Lvov 1878 — Dublin 1956) stammt.

Prazedenzen. Klammern kénnen auch dadurch vermieden werden, dass Prizedenzen zwi-
schen den Junktoren festgelegt werden. Dabei handelt es sich um eine Kurzschreibweise,
deren prazise Bedeutung mit Hilfe der Schreibweise mit Klammern erklart werden muss.
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2 Syntax

2.3 Pradikatenlogik erster Stufe

Die formale Sprache der Prédikatenlogik erster Stufe, abgekiirzt PL1S, benutzt die selben
Junktoren T, L, =, A, V, = und < wie die formale Sprache der Aussagenlogik, aber sie
bietet sprachliche Mittel zur Darstellung der inneren Struktur von elementaren Aussagen.

Elementare Aussagen werden wie in der Aussagenlogik durch atomare Formeln repra-
sentiert, die aber aus mehreren Bestandteilen zusammengesetzt sein konnen. Die Pradi-
katenlogik erster Stufe benutzt sogenannte , Terme* zur syntaktischen Reprisentation von
Objekten und ,Relationssymbole” zur syntaktischen Représentation von Eigenschaften von
und Beziehungen zwischen Objekten. Terme konnen ihrerseits aus mehreren Bestandteilen
zusammengesetzt sein.

Zum Beispiel kann die Aussage ,,Franz ist krank® in der Pradikatenlogik erster Stufe repri-
sentiert werden durch eine atomare Formel, deren Relationssymbol fiir die Eigenschaft ,jist
krank® steht, und die als Argument einen Term hat, der Franz reprisentiert. Die Gemein-
samkeit dieser Aussage mit ,Hans ist krank* &uflert sich darin, dass die atomaren Formeln,
mit denen die Aussagen reprisentiert werden, mit dem selben Relationssymbol gebildet sind,
aber verschiedene Terme als Argument haben.

Eine andere Erweiterung bilden die Quantoren V (fiir alle) und 3 (es gibt), mit denen
Aussagen iiber unbestimmte Objekte repréisentiert werden konnen. Derartige Objekte werden
durch ,Variablen“ représentiert, die eine spezielle Art von Termen sind.

All diese Erweiterungen erfordern natiirlich fiir eine Sprache der Prédikatenlogik erster
Stufe mehr Klassen von Symbolen als fiir eine Sprache der Aussagenlogik, und zwar sowohl
bei den logischen Symbolen als auch bei der Signatur, dem anwendungsspezifischen Teil einer
Sprache.

Definition 2.3.1 (Sprache [PL1S]). Eine Sprache £ der Préadikatenlogik erster Stufe ist
gegeben durch ihre Signatur. Zuséatzlich gehoren zu £ die logischen Symbole der Pradika-
tenlogik erster Stufe.

e Die logischen Symbole der Pradikatenlogik erster Stufe sind:

1. Die Menge der Hilfszeichen ) und , und (
2. Die Menge der nullstelligen Junktoren: {T, L}.
Die Menge der einstelligen Junktoren: {—}.
Die Menge der zweistelligen Junktoren: {A,V, =, <}.
3. Die Menge der Quantoren {V,3}.
4. Eine abzéhlbar unendliche Menge von Variablen,
notiert u,v,w, ,y, 2, ... mit oder ohne Indizes.
5. Das Gleichheitsrelationssymbol = falls vorhanden.

e Die Signatur einer Sprache £ der Pradikatenlogik erster Stufe besteht aus folgenden
Symbolmengen:

1. Fir jede natiirliche Zahl n > 0 eine (eventuell leere) Menge Rel; von n-stelligen
Relationssymbolen. Diese werden auch Pradikatssymbole genannt.
0-stellige Relationssymbole heiflen auch Aussagensymbole.
Enthalt Relg das besondere zweistellige Relationssymbol =, genannt Gleichheits-

relationssymbol, so heiit L eine Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe mit
Gleichheit.
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2.3 Préadikatenlogik erster Stufe

2. Fir jede natiirliche Zahl n > 0 eine (eventuell leere) Menge Fun} von n-stelligen
Funktionssymbolen.
0-stellige Funktionssymbole heiflen auch Konstanten.

Alle erwéhnten Mengen sind abzéhlbar (iiblicherweise sogar aufzéhlbar) und paarweise dis-
junkt, und kein Symbol einer dieser Mengen besteht aus einer Sequenz von Symbolen, in der
ein Symbol aus einer der anderen Mengen vorkommt.

Es wird vorausgesetzt, dass £ mindestens eine Konstante enthélt. ]

Bemerkungen:
1. Die Variablen gehoren nicht zur Signatur, obwohl sie syntaktisch in Formeln an Stellen
vorkommen diirfen, an denen auch Signaturelemente erlaubt sind.

2. Es werden unendlich viele Variablen vorausgesetzt, damit Aussagen iiber beliebig viele
Objekte moglich sind und die Lange von Formeln (und Beweisen) nicht dadurch be-
schrinkt ist, dass irgendwann die verfiigharen Variablen ausgehen. Diese Annahme ist
unverzichtbar, aber unproblematisch.

3. Die Voraussetzung, dass es mindestens eine Konstante gibt, hat technische Griinde,
die im Abschnitt iiber Herbrand-Interpretationen klar werden, und wird sonst nirgends
gebraucht. n

In Anwendungen der Pradikatenlogik erster Stufe ist es meistens sinnvoll, als Relations-
symbole und Funktionssymbole Bezeichner wie in Programmiersprachen zu verwenden. In
Texten tber die Pradikatenlogik bevorzugt man dagegen kleine, kompakte Beispiele und
verwendet oft Signaturen, fiir die gilt:

P, q,7,...sind Relationssymbole der gerade bendtigten Stelligkeiten.

f,9,h, ... sind Funktionssymbole der gerade bendtigten Stelligkeiten £ 0.

a,b,c, ... sind Konstanten, also Funktionssymbole der Stelligkeit 0.

Dazu kommt bei den logischen Symbolen noch:

u, v, W, T, Y, Z, ... sind Variablen.

Wenn die Sprache £ gar nicht explizit angegeben ist, wird normalerweise angenommen, dass
sie nach diesen Konventionen gebildet ist, mit Kleinbuchstaben vom Ende des Alphabets als
Variablen und vom Anfang des Alphabets als Konstanten.

Die Stelligkeit ist Teil eines Funktionssymbols. Ist es zuléssig, in einer Sprache das selbe
Funktionssymbol, zum Beispiel f, mit unterschiedlichen Stelligkeiten n; und ns zu verwen-
den? Die Bemerkung ,,Alle erwdhnten Mengen sind . .. paarweise disjunkt in Definition 2.3.1
verbietet das.

Solange aus dem Kontext eindeutig erkennbar ist, welche Stelligkeit gemeint ist, konnte
man ein solches ,,Uberladen® von Funktionssymbolen aber zulassen. Die Programmiersprache
Prolog erlaubt es zum Beispiel und bietet die spezielle Notation f/n; bzw. f/nq fiir die Falle
an, in denen man explizit zwischen dem ni-stelligen und dem no-stelligen Funktionssymbol
f unterscheiden will. Formal ist es aber nicht ganz einfach, Bedingungen dafiir anzugeben,
dass die Stelligkeit aus dem Kontext eindeutig erkennbar ist. Deshalb verbieten viele Autoren
das ,,Uberladen®, so wie es auch durch Definition 2.3.1 ausgeschlossen wird.

Definition 2.3.2 (Term [PL1S]). Sei £ eine Sprache der Prédikatenlogik erster Stufe. Die
Menge 7r der L£-Terme, kurz Terme, ist die kleinste Menge, die die folgenden Bedingungen
erfiillt:
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1. Jede Variable von L ist ein £-Term.
2. Jede Konstante von L ist ein £-Term.

3. Sind t1,...,t, L-Terme, n > 1, und ist f ein n-stelliges Funktionssymbol von £, so ist
auch f(t1,...,t,) ein L-Term. "

Satz 2.3.3 (Eindeutigkeitssatz [Term, PL1S]). Sei £ eine Sprache der Pridikatenlogik
erster Stufe. Fiir jeden £-Term ¢ gilt genau eine der folgenden Aussagen:

1. Es gibt eine eindeutige Variable x von £ mit t = «.

2. Es gibt eine eindeutige Konstante ¢ von £ mit t = c.

3. Es gibt ein eindeutiges Funktionssymbol f mit Stelligkeit n > 1 und ein eindeutiges
n-Tupel (t1,...,t,) von L-Termen, so dass t = f(t1,...,tn).

Beweis: Ahnlich wie der Beweis von Satz 2.1.7. n

Definition 2.3.4 (Formel [PL1S]). Sei £ eine Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe.

e Jedes nullstellige Relationssymbol von L ist eine atomare £-Formel.
Sind t1,...,t, L-Terme, n > 1, und ist p ein n-stelliges Relationssymbol von L, so ist
p(t1,...,tn) eine atomare L-Formel.

Eine atomare £-Formel nennt man auch kurz atomare Formel oder einfach Atom.

e Die Menge Fr der L-Formeln, kurz Formeln, ist die kleinste Menge, die die folgenden
Bedingungen erfiillt:

1. T und L und alle atomaren £-Formeln sind in Fg.

2. Ist F' € Fr, so ist auch = F € Fr.

3. Ist F € Fr und G € Fz und 0 ein zweistelliger Junktor, so ist auch (F' 6 G) € Fr.
4. Ist F' € Fr, ist = eine Variable, und ist ) ein Quantor, so ist auch QxF € Fr. =

Satz 2.3.5 (Eindeutigkeitssatz [Formel, PL1S]). Sei £ eine Sprache der Préadikatenlogik
erster Stufe. Fiir jede £-Formel F' gilt genau eine der folgenden Aussagen:
1. F =T oder FF = 1L
oder es gibt ein eindeutiges nullstelliges Relationssymbol p mit F' = p,
oder es gibt ein eindeutiges n-stelliges (n > 1) Relationssymbol p und ein eindeutiges
n-Tupel (t1,...,t,) von L-Termen mit F = p(ty,...,t,).

2. Es gibt eine eindeutige £-Formel G, so dass F' = —-G.

3. Es gibt ein eindeutiges Paar (G, H) von L-Formeln und einen eindeutigen zweistelligen
Junktor 6, so dass F' = (G 6 H).

4. Es gibt einen eindeutigen Quantor @ € {V,3}, eine eindeutige Variable z, und eine
eindeutige L£-Formel G, so dass F' = QzG.

Beweis: Ahnlich wie der Beweis von Satz 2.1.7. n

Im Fall des Gleichheitsrelationssymbols werden fiir eine atomare Formel =(t1,t2) auch
die Notationen (t1=t3) und ¢;=ty benutzt. Einige andere zweistellige Relationssymbole und
einige zweistellige Funktionssymbole konnen ebenfalls in Infixform geschrieben werden.

Der Lesbarkeit halber werden oft anstelle der vorgeschriebenen Klammern ( und ) andere
Klammern wie etwa | und | oder { und } verwendet.
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Bemerkungen:
1. T und L sind wie im Fall der Aussagenlogik nicht als atomare Formeln definiert.
(Geschmackssache)

2. Teilformeln kénnen dhnlich wie fiir die Aussagenlogik definiert werden.

3. Die Menge 7 aller £-Terme ist abzéhlbar, weil nach Definition alle Symbolmengen
von L abzéhlbar sind. Sind diese Mengen dariiberhinaus aufzéhlbar, so ist auch 7.
aufzdhlbar.

Entsprechendes gilt fiir die Menge F aller £-Formeln. m

Terme vs. Formeln. Mit Definition 2.3.2 und Definition 2.3.4 sind zwei verschiedene syn-
taktische Gebilde eingefiihrt, zum einen Terme und zum anderen Formeln. Sie miissen trotz
ihrer syntaktischen Ahnlichkeiten strikt auseinandergehalten werden. Definiert eine Sprache
L zum Beispiel a und b als Konstanten, f als zweistelliges Funktionssymbol und p als zwei-
stelliges Relationssymbol, so ist f(a, f(a,b)) ein Term dieser Sprache und p(a, f(a, b)) eine
atomare Formel dieser Sprache.

Nach Definition kénnen Terme sowohl in atomaren Formeln als auch in Termen vorkom-
men (Funktionssymbole diirfen also geschachtelt werden). Atomare Formeln kénnen dage-
gen weder in Termen noch in atomaren Formeln vorkommen (Relationssymbole diirfen also
nicht geschachtelt werden). Junktoren kénnen Formeln verkniipfen, insbesondere auch ato-
mare Formeln, aber keine Terme. Die atomaren Formeln bilden sozusagen die Schnittstelle
zwischen den beiden Arten von syntaktischen Gebilden.

Die strikte Unterscheidung zwischen Termen und Formeln mag rein syntaktisch gesehen
willkiirlich erscheinen. Sie ist aber wesentlich fiir die Definitionen zur Semantik (Kapitel 3).
Die Grundidee ist, dass Formeln zur Représentation von Aussagen dienen, die wahr oder
falsch sein kénnen, wahrend Terme zur Repréisentation von Objekten dienen, iiber die wahre
oder falsche Aussagen gemacht werden konnen, die aber nicht selbst wahr oder falsch sind.

Im obigen Beispiel konnten a und b Zahlen reprisentieren, f eine arithmetische Verkniip-
fung und p eine arithmetische Vergleichsrelation. Dann repréasentiert der Term f(a, f(a,b))
wieder eine Zahl, die Formel p(a, f(a,b)) aber eine Aussage iiber zwei Zahlen.

Freie und gebundene Variablen und Variablenvorkommen. In Termen und Formeln kon-
nen Variablen mehrfach vorkommen. Sind zum Beispiel p, ¢, r einstellige Relationssymbole,
so ist ((p(x) A gq(z)) Ar(x)) eine Formel mit drei Vorkommen der Variablen x. Fiir Formeln
mit Quantoren bleibt in einigen Féllen noch zu klaren, welche Quantoren sich auf welche
Variablenvorkommen beziehen. Das geschieht nach dem selben Prinzip wie in Programmier-
sprachen mit Blockschachtelung, wenn man die Quantoren analog zu Deklarationen sieht.

Sei zum Beispiel F' die Formel ( Vx(p(z) A 3z q(z)) A r(z) ). In F bezieht sich der
Allquantor auf die Teilformel (p(x) A 3z g(x)), in deren rechter Teilformel er aber durch den
Existenzquantor tiberschattet wird. Man sagt, dass das Vorkommen von z in p(z) durch
den Allquantor gebunden ist und das Vorkommen von z in ¢(z) durch den Existenzquantor.
Das Vorkommen von z in r(x) ist dagegen durch gar keinen Quantor gebunden und wird
ein freies Vorkommen von z in der Formel F' genannt. Fiir die Formel JyF' gilt genau das
gleiche, weil y in F' nicht vorkommt. In der Formel 3z F ist das Vorkommen von x in r(x)
durch den dufersten Existenzquantor gebunden, der seinerseits durch den Allquantor in der
linken Teilformel von F' iiberschattet wird.
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Definition 2.3.6 (Bereich eines Quantors). Sei £ eine Sprache der Priadikatenlogik erster
Stufe und F' eine L-Formel. In Teilformeln von F' der Gestalt QG mit einem Quantor @
heifit Qx ein Quantor fiir x. Sein Bereich (englisch: scope) ist die Teilformel G mit Ausnahme
aller Teilformeln von G, die selbst die Gestalt Q'xH haben, die also mit einem Quantor fir
die selbe Variable x gebildet sind.

Jedes Vorkommen von x, das nicht im Bereich eines Quantors fiir  steht, nennt man ein
freies Vorkommen von x in F.

Jedes Vorkommen von x im Bereich eines Quantors fiir  nennt man durch diesen Quantor
gebunden in F. n

Frei oder gebunden zu sein ist nicht eine Eigenschaft eines Variablenvorkommens fiir sich
allein betrachtet, sondern eines Variablenvorkommens in einer betrachteten Formel. Bei-
spielsweise ist z gebunden in der Formel Vx p(x), aber frei in ihrer Teilformel p(x).

Formeln mit freien Variablenvorkommen sind normalerweise fiir die Wissensmodellierung
uninteressant. Sie sind aber aus technischen Griinden notwendig, um induktive Definitionen
auf Formeln angeben zu kénnen.

Wir fiihren noch eine handliche Notation fiir die Menge aller Variablen ein, die in einem
Term oder einer Formel vorkommen bzw. frei vorkommen. Die Notation kann fiir Terme und
Formeln gleich sein, weil der Kontext Missverstédndnisse ausschlief3t.

Definition 2.3.7 (Variablen in Term/Formel).

e Die Menge war(t) aller Variablen, von denen es in einem L£-Term ¢ mindestens ein
Vorkommen gibt, wird wie folgt definiert:
1. Ist t eine Variable, so ist var(t) = {t}.
2. Ist t eine Konstante, so ist var(t) = 0.
3. Ist t von der Gestalt f(t,...,t,) fiir ein n-stelliges Funktionssymbol f und £-
Terme t1,...,tp, so ist var(t) = Ui, var(t;).

e Die Menge var(F') aller Variablen, von denen es in einer £-Formel F' mindestens ein
Vorkommen gibt, wird wie folgt definiert:
1. var(T) = var(L) = 0.
2. Ist F eine atomare Formel der Gestalt p, so ist var(F) = {).
Ist F' eine atomare Formel der Gestalt p(t1,...,ty), so ist var(F) = (J;_, var(t;).
3. var(—G) = var(Q)
4. var( (GOH) ) = var(G) U var(H) fir einen zweistelligen Junktor 6.
5. var(QzG) = var(G) fiir einen Quantor Q.

e Die Menge fvar(F') aller Variablen, von denen es in einer £-Formel F' mindestens ein
freies Vorkommen gibt, wird wie folgt definiert:
1. foar(T) = fvar(L) = 0.
2. Ist F eine atomare Formel der Gestalt p, so ist fvar(F) = ().
Ist F' eine atomare Formel der Gestalt p(t1, ..., t,), soist foar(F) = (J;_, var(t;).
3. fvar(=G) = fvar(Q)
4. fvar( (GOH) ) = fvar(G) U fvar(H) fiir einen zweistelligen Junktor 6.
5. fvar(QxzG) = fvar(G) \ {z} fir einen Quantor Q. "
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Die beiden Quantorfille sind nicht so offensichtlich wie der Rest. Seien x eine Variable,
a eine Konstante, p ein einstelliges Relationssymbol. In einer Formel F' der Gestalt QxG
wird das & unmittelbar hinter dem Quantor nicht mitgezéhlt, aber es entscheidet dariiber,
ob etwaige Vorkommen von z in G in der Gesamtformel F' frei sind oder nicht:

var( Vz p(a) ) = var(p(a)) = var(a) =0 var( Yz p(z) ) = var(p(x)) = var(x) = {x}

foar(Vz p(a) ) = foar(p(a)) \ {x} foar( Ve p(x) ) = foar(p(z)) \ {z}
= foar(a) \{z} = 0\{z} =0 = foar(z) \ {z} = {z} \ {z} =0

Definition 2.3.8 (Grundterm, Grundformel, geschlossene Formel).

e Ein Term ¢ mit var(t) = ) heiit Grundterm oder geschlossener Term.

e Eine Formel F' mit var(F) = () heifit Grundformel.
Atomare Grundformeln nennt man auch Grundatome.

e Eine Formel F' mit foar(F) = (), heiit geschlossene Formel oder Satz. "

,Grundterm* und ,,geschlossener Term* sind also Synonyme, ,,Grundformel und ,,geschlos-
sene Formel* sind keine. Jede Grundformel ist geschlossen, aber nicht umgekehrt:

p(a) ist eine Grundformel, also auch geschlossen.

Vz p(x) ist keine Grundformel, aber geschlossen.

p(x) ist keine Grundformel und nicht geschlossen.

2.4 Exkurs: Termdarstellungen in Programmier- und Modellierungssprachen

Programmier- und Modellierungssprachen, die unter anderem in Datenbanksystemen, in der
Computer-Linguistik und in der Wissensreprésentation eingesetzt werden, bieten Konstrukte
an, die Termen oder atomaren Formeln einer Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe &hneln.
Oft weichen diese Konstrukte von den Definitionen der Logik in einigen Aspekten ab, die
aber nicht prinzipieller Natur sind. Implementierungen solcher Konstrukte basieren meistens
auf herkémmlichen Termen oder Formeln bzw. auf linearisierten Darstellungen davon.

Positionen vs. Rollen. Nach den Syntaxdefinitionen der Priadikatenlogik sind die Positio-
nen von Untertermen in Atomen und in Termen wesentlich: die Atome person(Anna, Maier)
und person(Maier, Anna) sind verschieden, weil sie an gleichen Positionen verschiedene Ter-
me als Argumente haben.

Manche Sprachen sehen fiir jedes n-stellige Relationssymbol n Bezeichner vor, sogenannte
,Rollen“. Zur Bildung eines Atoms bekommt das Relationssymbol nicht einfach n Unter-
terme als Argumente, sondern n Paare der Form Rolle: Unterterm. Die Reihenfolge die-
ser Paare ist dabei beliebig. Zum Beispiel ist es naheliegend, dem Relationssymbol person
die Rollen Vorname und Nachname zuzuordnen, so dass das obige Atom in der Form
person( Vorname: Anna, Nachname: Maier) geschrieben werden kann, aber auch in der Form
person(Nachname: Maier, Vorname: Anna).

Die syntaktische Variante mit Rollen hat praktische Vorteile: sie ist flexibler, weil sie
die Reihenfolge der Argumente nicht fest vorgibt, und sie ist lesbarer, insbesondere bei
Relationssymbolen mit hoher Stelligkeit. Deshalb wird sie fiir manche Anwendungen, wie
etwa Datenbanken, Wissensverwaltungssysteme, und auch in einigen Programmiersprachen,
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bevorzugt. Sie kann aber (leicht) auf die herkdmmliche Syntax zuriickgefiihrt werden und
stellt deshalb keine Verdnderung der Ausdrucksstéirke gegeniiber der Priadikatenlogik dar.

Meist konnen Rollen auch typisiert werden. Dies entspricht einer mehrsortigen Logik (Ab-
schnitt 2.10) und veréndert die Ausdrucksstérke ebenfalls nicht.

Tupel vs. Atome. Eine relationale Datenbank besteht aus einer (endlichen) Menge von
(endlichen) Relationen. Jede Relation besitzt eine Stelligkeit und enthélt Tupel der selben
Stelligkeit. Ist R eine n-stellige Relation und (t1,...,t,) ein Tupel von R, so schreibt man
(t1,...,tn) € R. Eine Alternative dazu ist die Schreibweise als Atom einer Sprache der
Pradikatenlogik: R(t1,...,ty).

Der Informationsgehalt ist bei beiden Schreibweisen der selbe. Die ,relationale Schreib-
weise” ist tiblich in Arbeiten iiber relationale Datenbanksysteme. Die ,logische Schreibweise
hat sich mit den deduktiven Datenbanksystemen, einer Erweiterung der relationalen Daten-
banksysteme, etabliert.

Wenn auch die Alternative zwischen Positionen- und Rollenschreibweise beriicksichtigt
wird, ergeben sich insgesamt vier Darstellungsmoglichkeiten fiir die Tupel einer relationalen
Datenbank.

Verbundartige Darstellungen. Oft werden Sprachkonstrukte angeboten, die an Verbunde
wie in imperativen Programmiersprachen erinnern. Sie sollen insbesondere objektorientierte
Modellierungen unterstiitzen, bei denen alle Daten iiber das selbe reale Objekt in einer
einzigen syntaktischen Einheit représentiert werden.

Person
Vorname: Anna
Nachname: Maier
Geburtsdatum: 27.1.1984

Ob man dieses Gebilde so schreibt wie hier oder zum Beispiel in der Syntax von XML-
Elementen, es kann in die Pradikatenlogik iibersetzt werden. Liest man die erste Zeile als
dreistelliges Relationssymbol und jede folgende Zeile als Paar Rolle: Unterterm, handelt es
sich einfach um ein Atom in Rollenschreibweise, das in der Standardsyntax der Pradikaten-
logik mit Positionenschreibweise zum Beispiel person(Anna, Maier,27.1.1984) geschrieben
wiirde.

Eine andere Ubersetzung ergibt eine nicht-atomare Formel:
person(c) A vorname(c)=Anna A nachname(c)= Maier N geburtsdatum(c)=27.1.1984
Was vorher als Rolle gelesen wurde, wird dabei zu einem einstelligen Funktionssymbol. Diese
Ubersetzung kann komplexere Strukturen beschreiben als die erste, zum Beispiel Verschach-
telungen der verbundartigen Gebilde.

Wenn objektorientiert modelliert werden soll, konnen verbundartige Konstrukte geeignete
syntaktische Einheiten zur Repriisentation realer Objekte sein. Durch die Ubersetzung in
der zweiten Weise wiirde die zum selben Objekt gehorige Information auf mehrere Atome
verteilt, was ja gerade unerwiinscht ist. Die Ubersetzung ist also offensichtlich nicht deshalb
interessant, weil die sparsame Syntax der Pradikatenlogik besser wére.

Aber fiir die Pradikatenlogik steht ein ausgereiftes Instrumentarium fiir Fragen der Se-
mantik zur Verfiigung, das durch die Ubersetzung anwendbar wird. Man iibersetzt also in
die Pradikatenlogik, um angeben zu konnen, was Konstrukte wie das obige bedeuten sollen.
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Zyklische Strukturen. Manche objektorientierten Programmier- und Modellierungsspra-
chen erlauben Selbstverweise wie z.B.:

Angestellter
Vorname: Anna
Nachname: Maier

Geburtsdatum: 27.1.1984
Vorgesetzter: self

Das Schliisselwort ,,self“ verweist auf die syntaktische Einheit, in der es vorkommt. Ob
die gesamte Struktur nun einem Term oder einer Formel entsprechen soll, die Pradikaten-
logik lésst weder ,zyklische Terme“ noch ,zyklische Formeln“ zu. Zur Vereinfachung der
Sprechweise sei angenommen, dass das Gebilde einem Term entsprechen soll.

In Implementierungen von objektorientierten Sprachen wird solch ein ,zyklischer Term*
in naheliegender Weise unter Verwendung der Speicheradresse der Struktur oder durch Hin-
zunahme eines eindeutigen Termbezeichners als zuséitzliches Argument dargestellt. Mit an-
deren Worten, intern wird der zyklische Term durch einen gewohnlichen, azyklischen Term
dargestellt.

Was macht also zyklische Terme aus, wenn sie als azyklische Terme implementiert werden?

Die Antwort ergibt sich aus der Unterscheidung zwischen der Modellierungssprache und
ihrer Implementierungssprache. Die Speicheradressen oder die Bezeichner zur Auflésung der
Zyklen sind fiir einen Benutzer der Modellierungssprache unsichtbar. Ferner stellt die Mo-
dellierungssprache keine Operation zur Verfiigung, womit diese Speicheradressen oder Be-
zeichner als solche direkt gedndert oder sonstwie bearbeitet werden konnten. So wird eine
Abstraktionsbarriere gebildet, die dem Benutzer der Modellierungssprache zyklische Terme
zur Verfiigung stellt und deren Verwendung geméfl der Semantik der Modellierungssprache
einschrankt. In der Implementierungssprache ist im Gegensatz dazu die azyklische Termdar-
stellung sichtbar. Die Speicheradressen oder Bezeichner, wodurch Zyklen in Termen repra-
sentiert werden, konnen in der Implementierungssprache direkt bearbeitet werden.

Objektidentitdt. Die ,Objektidentitat” ist ein weiteres Merkmal von objektorientierten
Programmier- und Modellierungssprachen, das in der Pradikatenlogik nicht vorhanden ist.

Die Objektidentitdt ermoglicht, iiber mehrere Objekte zu verfiigen, die sich syntaktisch
nicht unterscheiden. Mit anderen Worten erméglicht die Objektidentitdt die Umgehung des
Leibniz’schen Prinzips ,jidentitas indiscernibilium®, d.h. der Identitét von ununterscheidbaren
Objekten (siche Abschnitt 3.6).

So konnen z.B. zwei verschiedene Personen mit gleichem Vor- und Nachnamen und Ge-
burtsdatum durch zwei Objekte der selben Gestalt repriasentiert werden:

Person Person
Vorname: Anna Vorname: Anna
Nachname: Maier Nachname: Maier
Geburtsdatum: 27.1.1984 Geburtsdatum: 27.1.1984

Eine solche Duplizierung und Unterscheidung zweier identischer Terme oder Atome ist in
der Préadikatenlogik unmoglich, weil ihr der Mengenbegriff zu Grunde liegt.

Termen oder Atomen der Prédikatenlogik kann dadurch eine Identitéit gegeben werden,
dass ihnen ein eindeutiger Bezeichner als zusétzliches Argument hinzugefiigt wird. Der Vor-
teil der Programmier- und Modellierungssprachen mit Objektidentitat liegt darin, dass der
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Benutzer dieser Sprachen keine solchen Bezeichner zur Kenntnis nimmt, sondern so viele
Objekte anlegt, die eventuell ununterscheidbar sind, wie die Anwendung es erfordert.

Die Implementierung der Objektidentitdt beruht selbstversténdlich auf eindeutigen Be-
zeichnern oder Speicheradressen, so dass die Implementierung von Termen mit Identitat
durch gewoShnliche Terme erfolgt. Ahnlich wie bei den zyklischen Termen sichert in der
Programmier- oder Modellierungssprache eine Abstraktionsbarriere die Semantik der Ob-
jektidentitéat.

Prafix- vs. Postfixlinearisierung. Implementierungen von Programmiersprachen und von
Beweismethoden iibersetzen Terme in Symbolsequenzen, die moglichst benachbarte Spei-
cherzellen belegen. Diese Ubersetzung wird Linearisierung genannt. Sie beruht meist auf der
Prifix- oder Postfixdarstellung (siche Abschnitt 2.2).

Der Term f(a,g(b,c),d) wird in Implementierungen von logischen Programmiersprachen
oder Beweismethoden wie folgt préfixlinearisiert:

f/3 a/0 g/2 b/0 ¢/0 d/0
wobei die Notation s/n zur Angabe der Stelligkeit n eines Symbols s dient.

Eine der zentralen Operationen in logischen Programmiersprachen und Beweismethoden
ist die sogenannte ,,Unifikation“. Sie dient dazu, Paare von Termen zu vergleichen und an-
zugleichen. Zum Beispiel fiihrt die Unifikation der Terme f(a, g(b, c),d) und f(a,x,d) dazu,
dass die Variable z an den Term ¢(b, ¢) gebunden wird.

Betrachtet man die Baumstruktur der Terme, wird deutlich, dass der Vergleich zweier
Terme von der Wurzel her erfolgen sollte:

PR PN
a /g\ d a T d
b ¢

Aus diesem Grund ist die Préfixlinearisierung zur Implementierung von logischen Pro-
grammiersprachen und von Beweismethoden besonders geeignet. Dann entspricht die Unifi-
kation einem parallelen Durchgang durch die beiden Symbolsequenzen.

Dies kann am Beispiel der Terme f(a,g(b,c),d) und f(a,z,d) veranschaulicht werden,
deren Préfixlinearisierungen wie folgt sind:

f/3 a/0 g/2 b/0 ¢/0 d/0
f/3 a/0 x dJ0

Beide Sequenzen werden Symbol nach Symbol von links nach rechts gelesen. Solange die
beiden gelesenen Symbole identisch sind, wird das Verfahren fortgesetzt. Wird in einer Se-
quenz eine ungebundene Variable wie x gelesen, dann wird sie an den Teilterm gebunden,
der in der anderen Sequenz erreicht wurde, hier g(b, ¢), und dieser Term wird in der anderen
Sequenz {ibersprungen. Wieviele Symbole in der Sequenz zum Uberspringen dieses Terms
iiberlesen werden miissen, kann aus den angegebenen Stelligkeiten berechnet werden. Wer-
den zwei Symbole s1/n; und s9/ny gelesen mit s; # s9 oder ny # no, dann scheitert die
Unifikation.

Zur Implementierung funktionaler Programmiersprachen werden Terme dagegen postfix-
linearisiert, weil solche Sprachen die Terme auswerten. Die Postfixdarstellung ist gilinstig
fiir die tibliche kellerbasierte Auswertung. Betrachten wir den Term f(a, g(b,c)) und seine
Postfixlinearisierung;:
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2.5 Entitats-Relations-Modell

a/0 b/0 ¢/0 g/2 f/2
Sei angenommen, dass die Symbole die folgenden Werte haben:

Symbol‘a/O b/0 ¢/0 g/2 f/2
Wert ‘ 1 2 3 X +

Die Symbolsequenz der Postfixlinearisierung wird ebenfalls Symbol nach Symbol von links
nach rechts gelesen. Wird ein nullstelliges Symbol gelesen, so wird sein Wert, hier eine Zahl,
auf den Keller gelegt. Wird ein zweistelliges Symbol gelesen, so wird sein Wert, hier eine
arithmetische Operation, auf die zwei oberen Kellerzellen angewandt, diese zwei oberen Kel-
lerzellen werden gerdumt, und das Berechnungsergebnis wird auf den Keller gelegt. Wéahrend
der Auswertung des obigen Beispiels verdndert sich also der Keller wie folgt:

3
2 2 6
1 1 1 1 7
Schritt | 1. 2. 3. 4 5

2.5 Exkurs: Das Entitats-Relations-Modell und der Tupel-Kalkiil

Im Datenbankbereich sind Formalismen eingefiithrt worden, die einerseits syntaktisch wesent-
lich von der Pradikatenlogik erster Stufe abweichen, andererseits aber leicht darin iibertragen
werden kdnnen.

Entitats-Relations-Modell.

Das Entitats-Relations-Modell (entity relationship model, ER-Modell) dient dazu, die Struk-
tur eines zu modellierenden Ausschnitts der Realitdt zu beschreiben und damit ein Daten-
bankschema zu spezifizieren.

Wir fithren das Entitats-Relations-Modell informell anhand eines Beispiels ein. In dem
zu modellierenden Ausschnitt der Realitdt gibt es Angestellte, Abteilungen, Abteilungs-
leiter und Standorte. Jeder Angestellte arbeitet in einer Abteilung. Jeder Abteilungsleiter
steht einer Abteilung vor. Alle Abteilungsleiter sind Angestellte. Jeder Angestellte hat einen
Standort, der auch der Standort seiner Abteilung ist.

Standort
4%%\
Angestellter
A
Abteilung

Abteilungsleiter

Die wichtigsten Bestandteile des Entitéts-Relations-Modells sind Entitdten (durch Recht-
ecke dargestellt), Relationen (durch Rauten dargestellt) und Hierarchiebeziehung (durch
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Pfeile dargestellt). Letztere ist eigentlich nur ein haufig vorkommender Spezialfall einer
zweistelligen Relation mit vordefinierter Semantik. Im Englischen wird sie auch die ,,is-a%“-
Relation genannt

Die Anzahl der Kanten, die mit einer Raute verbunden sind, ist die Stelligkeit der Relation,
die die Raute definiert. Diese Kanten werden mit , Rollen“ beschriftet. Zum Beispiel kénnte
die linke Kante der Relation arbeitet mit wer und die rechte mit wo beschriftet sein. Weitere
Beschriftungen der Kanten erlauben die Angabe von ,Kardinalitdten* wie z.B.:

Angestellter 1 3 Abteilung

In diesem Beispiel wére die Bedeutung der Kardinalitétsbeschriftung, dass jeder Ange-
stellte in bis zu 3 Abteilungen arbeiten kann. Beschriftet man beiden Kante der Relation
stehtvor mit der Kardinalitat 1, bedeutet dies, dass jeder Abteilungsleiter genau einer Ab-
teilung vorsteht und jede Abteilung genau einen Abteilungsleiter hat.

Es gibt noch weitere Bestandteile des Modells, zum Beispiel Attribute, auf die hier nicht
nidher eingegangen werden soll.

Die Ubersetzung aus dem Entitéts-Relations-Modell in eine Sprache der PL1S geschieht
nach folgendem Schema:

e Jede Entitdt wird durch ein einstelliges Relationssymbol dargestellt.
e Jede Relation mit n Rollen wird durch ein n-stelliges Relationssymbol dargestellt.

e Eine Hierarchiebezichung, graphisch dargestellt durch einen Pfeil von einer Entitdt o
zu einer Entitat b, wird dargestellt durch die Formel Vz (a(z) = b(x)).

e Eine Kardinalitdtsbedingung wird durch eine allquantifizierte Formel dargestellt.

Aufgrund einer solchen Ubersetzung kann die Bedeutung der Bestandteile des Entitits-
Relations-Modells mit Hilfe der — in Kapitel 3 zu besprechenden — wohlverstandenen Se-
mantik der Pradikatenlogik erster Stufe prézise definiert werden.

Tupel-Kalkiil.

In der PL1S stehen die Variablen fiir Objekte, wie etwa Angestellte, Abteilungen, usw. Im
Tupel-Kalkiil gibt es dagegen Variablen fiir Tupel solcher Objekte.
Die Aussage

sarbeitet” ist eine Beziehung zwischen Angestellten und Abteilungen
kann z.B. in einem Tupel-Kalkiil wie folgt dargestellt werden:
V(z € arbeitet) = (x.wer € Angestellter A z.wo € Abteilung)

wenn die Rollen so benannt sind wie im obigen Beispiel. Statt « € arbeitet konnte man auch
arbeitet(x) schreiben. Im Gegensatz zur Pradikatenlogik steht das  dann aber nicht fiir ein
einziges Argument, sondern fiir das ganze Argumenttupel, in diesem Fall also fiir das Paar
(z.wer, x.wo).

Der Grund fiir die im Tupel-Kalkiil hervorgehobene Stellung der Tupel gegeniiber den
einzelnen Argumenten ist, dass die Tupel die Modellierungs- und Speicherungseinheiten des
relationalen Datenmodells sind.
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2.6 UML und OCL

2.6 Exkurs: UML und OCL

UML steht fiir ,,Unified Modeling Language”, OCL fiir ,Object Constraint Language. UML
ist ein Standard der Object Management Group (OMG) zur Beschreibung der Strukturen
und Abladufe von klassenbasierten (im Gegensatz zu prototypbasierten) objektorientierten
Softwaresystemen.

Ein solches System besteht aus Objekten, die Nachrichten austauschen kénnen. Jedes Ob-
jekt besitzt eine eindeutige Identitdt, ist aufgebaut aus Attributen und verfiigt iiber Metho-
den, das heiit Operationen, mit denen es auf Nachrichten reagieren kann. Die Menge aller
Attributwerte bildet den Objektzustand, der durch Methoden des Objekts veréndert wer-
den kann. Jedes Objekt ist Instanz einer Klasse. Eine Klasse modelliert die gemeinsamen
Merkmale der Menge ihrer Objekte. Die Klasse eines Objekts bestimmt, welche Attribu-
te und Methoden es hat. Zwischen Klassen konnen Beziehungen bestehen, insbesondere
Unterklassen-Oberklassen-Beziehungen und Assoziationen.

UML umfasst circa 15 Teilsprachen fiir unterschiedliche Aspekte der objektorientierten
Modellierung. Die meisten dieser Teilsprachen sind Diagrammsprachen, haben also eine gra-
phische Syntax. Die Teilsprachen lassen sich grob einteilen in Verhaltensdiagramme und
Strukturdiagramme. Verhaltensdiagramme dienen zur dynamischen Modellierung, z.B. Zu-
standsdiagramme zur Beschreibung von Ubergéingen zwischen Objektzusténden, Sequenz-
diagramme zur Beschreibung der zeitlichen Anordnung des Nachrichtenaustauschs zwischen
Objekten. Strukturdiagramme dienen zur statischen Modellierung. Zu ihnen gehoéren ins-
besondere die Klassendiagramme, die eine Weiterentwicklung der Diagramme des Entitats-
Relations-Modells sind.

UML-Klassendiagramme.

Das folgende Klassendiagramm modelliert den gleichen Ausschnitt der Realitét wie das obige
Entitéts-Relations-Diagramm, aber mit zusétzlichen Attributen.

Standort

strasse : String
stadt : String

| A

Angestellter adresse

persnummer : Integer
name : String

arbeitet

Abteilung
bezeichnung : String

stehtvor

Abteilungsleiter
autorisierung : String

Fine Klasse entspricht einer Entitdt und wird ebenso durch ein Rechteck dargestellt. Die
waagrechten Striche darin trennen Klassennamen, Attribute und Methoden. Wenn, wie im
Beispiel, keine Methoden betrachtet werden, bleibt der entsprechende Teil im Rechteck leer.
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Die Unterklassen-Oberklassen-Beziehung wird durch einen Pfeil dargestellt, dessen Spitze
ein nicht ausgefiilltes Dreieck ist. In diesem Beispiel wird damit modelliert, dass alle Abtei-
lungsleiter spezielle Angestellte sind. Die Klasse Abteilungsleiter erbt deshalb alle Attribute
der Klasse Angestellter. Objekte der Klasse Abteilungsleiter haben aber, im Gegensatz zu
sonstigen Objekten von Angestellter, ein zusitzliches Attribut autorisierung, das angeben
soll, ob die jeweiligen Abteilungsleiter den Angestellten ihrer Abteilungen nur Urlaub oder
auch Gehaltserhohungen bewilligen diirfen.

Die sonstigen Beziehungen zwischen Klassen werden Assoziationen genannt. Die Darstel-
lung von mehrstelligen Assoziationen ist fast gleich zu der Darstellung von Relationen im
ER-Modell. Bei zweistelligen Assoziationen ist die graphische Darstellung gegeniiber dem
ER-Modell einerseits etwas vereinfacht, andererseits aber differenzierter. In UML gibt es
zusétzlich gerichtete Assoziationen, qualifizierte Assoziationen, Aggregationen (Teil-Ganzes-
Beziehungen), Kompositionen (Teil-Ganzes-Beziehungen mit Existenzabhéngigkeit) und ei-
nige andere. Assoziationen kénnen auflerdem mit Rollennamen und Multiplizitéten versehen
werden, analog zu Rollennamen und Kardinalitéten im ER-Modell. Einige dieser Sprachmit-
tel konnen auch im obigen Beispiel eingesetzt werden, um die Modellierung zu verbessern.

Einige weitere graphische Sprachmittel dienen zur Darstellung von Konzepten, die in ob-
jektorientierten Programmiersprachen verbreitet sind, zum Beispiel Zugriffsrechte fiir Attri-
bute, abstrakte Klassen und Schnittstellen. Es gibt Werkzeuge, die UML-Klassendiagramme
in Programmcode geeigneter Programmiersprachen iibersetzen konnen und umgekehrt.

Wie im Fall des ER-Modells kann man eine Ubersetzung der Diagramme in Formeln einer
Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe angeben, um auf diese Weise die Bedeutung der
Diagramme zu spezifizieren. Das obige Diagramm wird in folgende Formeln iibersetzt:

VxVy ((Standort(z) A strasse(z,y)) = String(y))

VaVy ((Standort(z) A stadt(z,y)) = String(y))

VaVy ((Angestellter(x) A persnummer(z,y)) = Integer(y))
VxVy ((Angestellter(x) A name(z,y)) = String(y))

VaVy ((Abteilung(x) A bezeichnung(x,y)) = String(y)

VaVy ((Abteilungsleiter(x) A autorisierung(x,y)) = String(y)

Va (Abteilungsleiter(x) = Angestellter(x))

VaVyVz (adresse(x,y, z) = (Angestellter(z) N Standort(y) A Abteilung(z)))
VaVy (arbeitet(x,y) = (Angestellter(x) A Abteilung(y)))
VaVy (stehtvor(x,y) = (Abteilungsleiter(x) A Abteilung(y)))

Object Constraint Language (OCL).

OCL ist eine Teilsprache von UML, die eine textuelle Syntax hat. OCL dient dazu, Bedingun-
gen zu formulieren, die in einem objektorientierten Softwaresystem gelten. Man kann zum
Beispiel die Bedingungen, die durch ein UML-Klassendiagramm reprasentiert sind, auch in
OCL ausdriicken.

Interessanter ist aber, dass man in OCL zusétzliche Bedingungen formulieren kann, die
mit den Sprachmitteln der UML-Klassendiagramme nicht ausdriickbar sind. Im oben model-
lierten Ausschnitt der Realitét gelte zum Beispiel zusétzlich, dass alle Abteilungsleiter auch
in den Abteilungen arbeiten, denen sie vorstehen. Diese Bedingung ist im Klassendiagramm
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nicht enthalten und lésst sich auch nicht damit formulieren. In OCL kann man sie wie folgt

formulieren: ) )
context Abteilungsleiter

inv: self.stehtvor -> forAll(y | self.arbeitet->includes(y))

Die Semantik von derartigen OCL-Ausdriicken wird iiblicherweise mengentheoretisch de-
finiert. Aber man kann sie auch durch eine Ubersetzung in die Priadikatenlogik spezifizieren,
in diesem Fall in die Formel Vz (Abteilungsleiter(x) = Yy (stehtvor(z,y) = arbeitet(z,y))).

2.7 Beschrankte Quantifikation

Definition 2.7.1 (BQ-Formel). Die Menge der beschrankt quantifizierten £-Formeln, kurz
BQ-L-Formeln oder BQ-Formeln, ist die kleinste Menge, die die folgenden Bedingungen
erfiillt:

1. T und L und alle atomaren £-Formeln sind BQ-£-Formeln.

2. Ist I eine BQ-L-Formel, so ist =F eine BQ-L-Formel.

3. Sind F und G BQ-L-Formeln und ist 6 ein zweistelliger Junktor, so ist auch (F 6 G)
eine BQ-L-Formel.

4. Ist F' eine BQ-L-Formel und A ein £-Atom mit {z1,...,2,} C war(A), so sind
Vxy...Vo, A und Vaq...Ve, (A = F) und Jzq... 32, A und Jzq ... 3z, (AN F)

ebenfalls BQ-L£-Formeln. ]
Beispiel 2.7.2.
Vo (p(x) = Jy (¢(x,y) Ar(z,y))) ist eine geschlossene BQ-Formel.
Va p(x) ist keine BQ-Formel.
Jz —p(x) ist keine BQ-Formel n

BQ-Formeln sind in Anwendungen wichtig, weil sie ein Charakteristikum natiirlicher Spra-
chen widerspiegeln: Wenn natiirlichsprachliche Gegenstiicke zu Quantoren verwendet wer-
den, wird immer die Variable durch eine positive Aussage qualifiziert:

salle Menschen sind sterblich*  entspricht Va (m(z) = s(z)).

,€s gibt gute Romane* entspricht Iz (r(z) A g(z)).
Lange bevor die PL1S formalisiert wurde, untersuchte Aristoteles, welche Argumentations-
muster mit Sétzen moglich sind, deren Subjekt ,alle Menschen®, ,keine Menschen®, ,manche
Menschen lautet. Dabei behandelte er die folgenden vier Formen:

alle A sind B

manche A sind B
keine A sind B
manche A sind keine B

die alle BQ-Formeln entsprechen, nédmlich den BQ-Formeln:

Va (a(z) = b(x))

Jz (a(z) N b(z))

vV (a(x) = —b(z)) oder =3z (a(x) A b(z))

Jz (a(x) A =b(x))
Dabei handelt es sich um ein allgemeines Prinzip: Natiirlichsprachliche Quantifizierungen
lassen sich bestens mittels BQ-Formeln in die PL1S {ibersetzen.
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2.8 Exkurs: Regelbasierte Formalismen

Ein in der Informatik weitverbreiteter Formalismus basiert auf ,Regeln der Form
Al, e ,An —C

wo alle A; und C' Atome sind.

Meistens ist fiir Regeln eine operationale Semantik vorgegeben, die eine ,,Datenbasis® von
Atomen als Grundlage hat. Wenn Instanzen Aj,..., A} in der Datenbasis vorhanden sind
und die zugehorige Instanz C’ nicht, dann kann die Regel ,feuern®, das heifit, C’ zu der
Datenbasis hinzufiigen. Die in der Regel vorkommenden Variablen werden dabei aufgrund
der Datenbasisinhalte gebunden (siehe auch Abschnitt 4.7 und Abschnitt 4.8, zum Begriff
yInstanz* auch Definition 3.8.15).

Regelsysteme werden unter anderem in Deduktions- und Produktionssystemen eingesetzt
um z.B. Expertensysteme zu spezifizieren, in der Logikprogrammierung, oder in dedukti-
ven und aktiven Datenbanken um Datenbanksichten (views) oder Aktionen (triggers) zu
definieren.

Aus der Sicht der Logik ist eine derartige Regel eine Abkiirzung fiir den Satz
Vep ... Ve (AN ANAY)...)=C)

wobei die x; die Variablen sind, die in den A; oder in C' vorkommen. Mit dieser Sichtweise
kann man Regeln auch eine deklarative Semantik zuordnen, ndmlich die logische Semantik
der Sétze, fiir die sie stehen, und zwar so, dass die operationale und die deklarative Semantik
iibereinstimmen. Dies ermdglicht zum Beispiel bessere Analysen der Eigenschaften solcher
Regelsysteme.

Die Regel heifit ,bereichsbeschrankt, wenn jede in C' vorkommende Variable ebenfalls in
mindestens einem A; vorkommt. Bereichsbeschrinkte Regelsysteme haben besonders giins-
tige Eigenschaften. Die Bereichsbeschrinkung ist eine Erweiterung der in Abschnitt 2.7 ein-
gefiihrten beschrinkten Quantifizierung. Der Satz

Vavyvz ((p(z,y) Ap(y, 2)) = q(, 2))

der einer bereichsbeschrankten Regel entspricht, ist zwar keine BQ-Formel geméafl Defini-
tion 2.7.1, aber diese Definition kann entsprechend verallgemeinert werden.

2.9 Pradikatenlogik erster Stufe und natiirliche Sprache

Wie schon mehrfach angesprochen, gibt es viele Phénomene der natiirlichen Sprache, die
sich sehr gut mit PL1S darstellen lassen. Andererseits gibt es aber auch viele Phinomene
der natiirlichen Sprache, fiir die die PL1S keine geeigneten Hilfsmittel zur Verfiigung stellt.
Unter anderem fehlen der Pradikatenlogik Konstrukte zur Darstellung von

e zeitlichen Zusammenhéngen,

e Modalitaten (es ist moglich, dass ..., es ist sicher, dass ..., usw.),

unscharfen Quantifizierungen (die meisten, wenige, ziemlich viele usw.),

Zustandsanderungen (z.B. durch Bewegungen eines Roboters),

Intensionalitdt (d.h. Aussagen iiber Aussagen machen),
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2.10 Mehrsortige Pradikatenlogik erster Stufe

e Typen (im Sinne der Typisierung in modernen Programmiersprachen).

Eine weitere Einschrankung wird in Abschnitt 2.11 angesprochen: gewisse einfache Sach-
verhalte, die in der Mathematik vollig geldufig sind, konnen nicht in der PL1S ausgedriickt
werden.

Ist die PL1S gut oder schlecht? Die Frage ergibt nur einen Sinn in Bezug auf eine An-
wendung. Zur Formalisierung des mathematischen Begriffs ,Beweis“, hat sich die PL1S als
hervorragend geeignet erwiesen. Zur Wissensmodellierung ist sie in manchen Fille gut, in
anderen zu eingeschrankt.

2.10 Exkurs: Mehrsortige Pradikatenlogik erster Stufe

Intuitiv steht eine quantifizierte Formel Vx F fiir eine Aussage der Art ,fiir alle Objekte
gilt die von F reprisentierte Aussage (eine genaue Definition findet sich in Kapitel 3). Es
ist aber im Alltag und in der Informatik- und sogar Mathematikpraxis fast immer so, dass
man nur iiber ganz bestimmte Objekte quantifizieren will. Wenn F' eine Aussage iiber die
Professoren des Instituts fiir Informatik ist, zum Beispiel, dass ihre Promotionsbetreuer auch
Professoren sind, ergibt es keinen Sinn, die Aussage fiir Java-Programme oder fiir Primzahlen
zu betrachten. Fiir diese Objekte wire die Aussage weder wahr noch falsch, sondern unsinnig.

Man wiirde normalerweise formulieren ,fiir alle Professoren...“ oder . fiir alle Java-Pro-
gramme. .. oder fiir alle Primzahlen...*“ und damit die in Frage kommenden Objekte
eingrenzen.

Eine mehrsortige Logik bietet zu diesem Zweck spezielle zusétzliche Sprachkonstrukte an,
sogenannte Sorten, die den Variablen und Termen syntaktisch zugeordnet werden und damit
eine ,, T'ypisierung* ganz dhnlich zu héheren Programmiersprachen erlauben.

Definition 2.10.1 (Sprache [mehrsortige PL1S]). Eine Sprache £ der mehrsortigen Pré-
dikatenlogik erster Stufe ist gegeben durch ihre Signatur. Zusétzlich gehoéren zu £ die logi-
schen Symbole der mehrsortigen Pradikatenlogik erster Stufe.

e Die logischen Symbole der mehrsortigen Pradikatenlogik erster Stufe sind:

1. Die Menge der Hilfszeichen ) und , und (

2. Die Menge der nullstelligen Junktoren: {T, L}.
Die Menge der einstelligen Junktoren: {—}.
Die Menge der zweistelligen Junktoren: {A,V, =, <}.

3. Die Menge der Quantoren {V,3}.

4. Eine nichtleere (oft endliche) Menge S von Sorten.

5. Fiir jede Sorte s € S eine abzihlbar unendliche Menge von Variablen, notiert
u®, v, w?, 2%, y®, 2%, ... mit oder ohne Indizes.

6. Fiir einige s € § kann es ein Gleichheitsrelationssymbol =° geben.

e Die Signatur einer Sprache £ der mehrsortigen Préadikatenlogik erster Stufe besteht
aus folgenden Symbolmengen:

1. Fir jede natiirliche Zahl n > 0 und jedes n-Tupel (s1,...,s,) von Sorten eine
(eventuell leere) Menge Relésl"”’sn) von n-stelligen Relationssymbolen der Sorten
(S1,...,8n). Sie werden auch Pridikatssymbole der Sorten (si,...,s,) genannt.

0-stellige Relationssymbole heiflen auch Aussagensymbole.
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2. Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 und jedes (n+1)-Tupel (s1, ... Sy, Sp+1) von Sorten
eine (eventuell leere) Menge Funésl"”s"’s"“) von n-stelligen Funktionssymbolen
der Argumentsorten (si,...,s,) und der Ergebnissorte $,,11.

0-stellige Funktionssymbole heiflen auch Konstanten.

Alle erwéhnten Mengen sind abzéhlbar (iiblicherweise sogar aufzdhlbar) und paarweise dis-
junkt, und kein Symbol einer dieser Mengen besteht aus einer Sequenz von Symbolen, in der
ein Symbol aus einer der anderen Mengen vorkommt.

Es wird vorausgesetzt, dass £ mindestens eine Konstante jeder Sorte enthélt. ]

Bemerkung: Die Voraussetzung, dass es mindestens eine Konstante jeder Sorte gibt, hat
nur technische Griinde und kénnte aufgegeben werden. n

Terme und Formeln einer Sprache der mehrsortigen Pradikatenlogik erster Stufe werden
jetzt ganz analog wie flir die PL1S definiert. Der entscheidende Unterschied ist jeweils,
dass die Sorten in naheliegender Weise zusammenpassen miissen. Ist zum Beispiel ¢; eine
Konstante der Sorte s; und cy eine Konstante der Sorte so und f ein zweistelliges Funkti-
onssymbol der Argumentsorten (s1, s2) und der Ergebnissorte s3, dann ist f(c1, c2) ein Term
der Sorte s3, aber f(cg,c1) ist syntaktisch nicht zuldssig. Damit kénnen unsinnige Gebilde
wie ,das kleinste gemeinsame Vielfache der if-Anweisung und des Présidenten nach rein
syntaktischen Kriterien ausgeschlossen werden.

Die Definitionen von Teilformeln, freien und gebundenen Variablen usw. werden ebenfalls
mit geringfiigigen Anpassungen iibertragen. Die Eindeutigkeitssétze fiir Terme und Formeln
gelten natiirlich ebenfalls ganz analog.

Untersorten. Es gibt Varianten der mehrsortigen Priadikatenlogik erster Stufe, die zusétz-
lich erlauben, ,Untersortenbeziehungen zwischen Sorten festzulegen. Ist s; eine Untersorte
von sg, dann ist jeder Term der Sorte s; automatisch auch Term der Sorte ss.

Auch diese Erweiterung wurde durch praktische Anforderungen der Wissensreprisentation
motiviert, da viele Bereiche in natiirlicher Weise hierarchisch strukturiert werden konnen.
In einer solchen Logik konnte man zum Beispiel eine Sorte fiir Studenten und eine Sorte
fiir Professoren verwenden, die beide in der Untersortenbezichung zu einer dritten Sorte fiir
Menschen stehen. Andere geldufige Beispiele ergeben sich aus den verschiedenen aufeinander
aufbauenden Arten von Zahlen.

Vergleich mit PL1S. Obwohl die mehrsortige Pradikatenlogik erster Stufe aus praktischer
Sicht viele Vorteile gegeniiber der klassischen Pradikatenlogik erster Stufe aufweist, unter-
scheidet sie sich aus theoretischer Sicht nur unwesentlich davon. Man kann ndmlich die
Mehrsortigkeit in der klassischen PL1S simulieren.

Dazu codiert man jede Sorte s durch ein einstelliges Relationssymbol § und driickt die in
der mehrsortigen Signatur enthaltene Information durch Formeln der PL1S aus. Ist zum Bei-
spiel f ein zweistelliges Funktionssymbol der Argumentsorten (s, s2) und der Ergebnissorte

s3 (das heifit, f € Funésl’”’s?’) ), beschreibt man dies durch die Formel

VaVy (s1(z) A s2(y) = s3(f(z,y))).

Quantifizierte Formeln iibersetzt man nach den Mustern
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2.11 Pradikatenlogik zweiter Stufe

Vz® F' wird dargestellt durch ~ Va(s(x) = F)
dz® F' wird dargestellt durch ~ Jz(s(z) A F)

Man erkennt hier wieder BQ-Formeln.

Damit lasst sich alles, was in einer mehrsortigen Logik ausgedriickt werden kann, auch in
der klassischen Pradikatenlogik erster Stufe ausdriicken. Man verliert nichts an Ausdrucks-
fahigkeit, wenn man die Sorten aufgibt.

Umgekehrt kann die klassische Pradikatenlogik erster Stufe als eine ,mehrsortige Logik
mit einer einzigen Sorte aufgefasst werden (man spricht tatsdchlich oft von der ,einsortigen®
Priadikatenlogik erster Stufe). Auch in der Gegenrichtung dndert sich somit nichts an der
Ausdrucksfahigkeit.

2.11 Exkurs: Pradikatenlogik zweiter Stufe

In der Pradikatenlogik erster Stufe beziehen sich Quantoren auf Objekte. Manche Aussagen,
zum Beispiel in der Mathematik, quantifizieren aber nicht nur iiber Objekte, sondern iiber
Eigenschaften von Objekten. Ein Beispiel dafiir stellt der Satz 2.1.4 (Prinzip der strukturellen
Induktion fiir aussagenlogische Formeln) dar:

o Fiir jede Eigenschaft £ von L£-Formeln gilt: wenn . ..

Andere Beispiele dieser Art sind

e Zwei Objekte sind genau dann gleich, wenn sie sich durch keine Eigenschaft unter-
scheiden.

e Es gibt keine zweistellige Beziehung, die zwischen a und b besteht und symmetrisch
und antisymmetrisch ist.

Derartige Aussagen lassen sich nicht in der Pradikatenlogik erster Stufe formulieren. Dort
werden Eigenschaften von Objekten und Beziehungen zwischen Objekten durch Relations-
symbole reprisentiert. Rein syntaktisch kann aber an der Stelle eines Relationssymbols in
einer Formel nie eine Variable stehen, und Quantoren kommen nur in Verbindung mit Va-
riablen vor.

Die Pradikatenlogik zweiter Stufe (PL2S) ist eine Erweiterung der PL1S um Relations-
und Funktionsvariablen, mit denen Quantifizierungen der obigen Art moglich sind. Damit
ist die Pradikatenlogik zweiter Stufe ausdrucksstirker als die Prédikatenlogik erster Stufe.

Gegeben seien Mengen von Funktions- und von Relationsvariablen wie folgt. Die bisherigen
Variablen entsprechen den nullstelligen Funktionsvariablen.

Definition 2.11.1 (Sprache [PL2S]). Eine Sprache £ der Pridikatenlogik zweiter Stufe
ist gegeben durch ihre Signatur. Zusétzlich gehoren zu £ die logischen Symbole der Pradi-
katenlogik zweiter Stufe.

e Die logischen Symbole der Pradikatenlogik zweiter Stufe sind:
1. Die Menge der Hilfszeichen ) und , und (
2. Die Menge der nullstelligen Junktoren: {T, L}.

Die Menge der einstelligen Junktoren: {—}.
Die Menge der zweistelligen Junktoren: {A,V,=, <},
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3. Die Menge der Quantoren {V,3}.

4. Fir jede natiirliche Zahl n > 0 eine abzahlbar unendliche Menge von n-stelligen
Relationsvariablen, notiert R, Ry, ... mit oder ohne Indizes.

5. Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 eine abz&hlbar unendliche Menge von n-stelligen
Funktionsvariablen, notiert FU*, Fy', ... (fiir n = 0 auch w,v,w,z,y,z,...) mit
oder ohne Indizes.

6. Das Gleichheitsrelationssymbol = falls vorhanden.

e Die Signatur einer Sprache £ der Pradikatenlogik zweiter Stufe besteht aus folgenden
Symbolmengen:

1. Fir jede natiirliche Zahl n > 0 eine (eventuell leere) Menge Rel; von n-stelligen
Relationssymbolen. Diese werden auch Pradikatssymbole genannt.
0-stellige Relationssymbole heiflen auch Aussagensymbole.

Enthalt Relg das besondere zweistellige Relationssymbol =, genannt Gleichheits-
relationssymbol, so heifit L eine Sprache der Pradikatenlogik zweiter Stufe mit
Gleichheit.

2. Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 eine (eventuell leere) Menge Fun/ von n-stelligen
Funktionssymbolen.
0-stellige Funktionssymbole heiflen auch Konstanten.

Alle erwéhnten Mengen sind abzéhlbar (iiblicherweise sogar aufzdhlbar) und paarweise dis-
junkt, und kein Symbol einer dieser Mengen besteht aus einer Sequenz von Symbolen, in der
ein Symbol aus einer der anderen Mengen vorkommt.

Es wird vorausgesetzt, dass £ mindestens eine Konstante enthélt. ]

Terme werden dhnlich wie fiir eine Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe definiert. Der
einzige Unterschied ist, dass auch Funktionsvariablen anstelle von Funktionssymbolen zum
Termaufbau verwendet werden kénnen.

Definition 2.11.2 (Term [PL2S]). Sei £ eine Sprache der Pradikatenlogik zweiter Stufe.
Die Menge 7; der L-Terme, kurz Terme, ist die kleinste Menge, die die folgenden Bedingun-
gen erfiillt:

1. Jede nullstellige Funktionsvariable von L ist ein £-Term.
2. Jede Konstante von L ist ein £-Term.

3. Sind tq,...,t, L£L-Terme, n > 1, und ist f ein n-stelliges Funktionssymbol von £ oder
eine n-stellige Funktionsvariable von £, so ist auch f(¢1,...,¢,) ein £-Term. "

Bei den Formeln ist der Aufbau ebenfalls analog zur PL1S. Die Unterschiede sind zum
einen, dass auch Relationsvariablen anstelle von Relationssymbolen zum Aufbau von atoma-
ren Formeln verwendet werden konnen, zum anderen, dass Quantoren auch mit Relations-
und Funktionsvariablen erlaubt sind.

Definition 2.11.3 (Formel [PL2S]). Sei £ eine Sprache der Priadikatenlogik zweiter Stufe.

e Jedes nullstellige Relationssymbol von L ist eine atomare £-Formel.
Jede nullstellige Relationsvariable von L ist eine atomare £-Formel.
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Sind t1,...,t, L-Terme, n > 1, und ist p ein n-stelliges Relationssymbol von £, oder
eine n-stellige Relationsvariable von L, so ist p(t1,...,t,) eine atomare £-Formel.

Eine atomare £-Formel nennt man auch kurz atomare Formel oder einfach Atom.

e Die Menge Fr der L-Formeln, kurz Formeln, ist die kleinste Menge, die die folgenden
Bedingungen erfiillt:

T und L und alle atomaren £-Formeln sind in F..

Ist F' € Fr, so ist auch —F € Fr.

Ist FF € Fr und G € Fz und 6 ein zweistelliger Junktor, so ist auch (F' 0 G) € F..
Ist F' € Fr, ist x eine Relationsvariable oder eine Funktionsvariable von £, und
ist @ ein Quantor, so ist auch QzF € Fr. n

Ll

Die Eindeutigkeitssétze fiir Terme und Formeln gelten natiirlich ebenfalls fiir Sprachen der
Prédikatenlogik zweiter Stufe. Teilformeln und die Menge der in einem Term frei oder nicht
frei vorkommenden Relationsvariablen und Funktionsvariablen werden dhnlich definiert wie
fiir Sprachen der Aussagenlogik bzw. PL1S.

Das dritte der eingangs genannten Beispiele kann jetzt (mit vereinfachter Klammerung)
folgendermaflen dargestellt werden.

-3R? ( R%*(a,b)
A Vavy [R(x,y) = R*(y, =)]
A Vavy [R%(z,y) A R*(y,x) = o=y] )

Bemerkung: Es erscheint vielleicht naheliegend, anstelle der ausgeschriebenen Definitionen
fir symmetrisch und antisymmetrisch entsprechende Bezeichner einzufiithren und etwa so zu
definieren:

VR? ( symmetrisch(R?) < VaVy [R*(z,y) = R (y,z)] )
Das wire aber keine Formel der PL2S, weil R? kein Term und folglich symmetrisch(R?)
keine Formel ist.

Die Logik ist beziiglich der Syntax erheblich strikter als zum Beispiel die Programmier-
sprache Prolog, deren Formalisierung zwar eigentlich nur auf einem Fragment der Pradika-
tenlogik erster Stufe beruht, die aber andererseits dhnliche Ausdriicke wie den obigen erlaubt,
die iiber die Pradikatenlogik erster (und sogar zweiter) Stufe hinausgehen. L]

In dem unerlaubten Ausdruck symmetrisch(R?) steht symmetrisch fiir eine Relation iiber
Relationen. Das ist erst in einer Sprache der dritten Stufe zugelassen. Sprachen hoherer
Stufen sind Sprachen, in denen Relationen {iber Relationen iber Relationen usw. ausgedriickt
werden kénnen.

2.12 Exkurs: Pradikatenlogik héherer Stufen

Um eine Sprache der Préadikatenlogik 3. oder hoherer Stufe definieren zu konnen, reicht es
nicht mehr aus, den Variablen und Signaturelementen nur Stelligkeiten zuzuordnen. Man
muss ihnen Typen des folgenden Typsystems zuordnen. Es besteht aus zwei Basistypen

¢ (iota) fiir Objekte (,Individuen®) o (omikron) fiir Wahrheitswerte
sowie den Typkonstruktoren x fiir kartesische Produkte von Typen und — fiir funktionale
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Typen. Mit diesem Typsystem ordnet man zum Beispiel in der Pradikatenlogik erster Stufe
den Variablen und Signaturelementen in der folgenden Weise Typen zu:

Variable Tl
Konstante c:t 0-stelliges Relationssymbol p: o
1-stelliges Funktionssymbol f:¢t— ¢ 1-stelliges Relationssymbol ¢:¢— o

2-stelliges Funktionssymbol ¢:¢ xt— ¢  2-stelliges Relationssymbol 7 ::¢ Xt — o0

Diese Typen sind lediglich ein technisches Hilfsmittel, um die Stufenzidhlung einfiihren zu
kéonnen. Um das Prinzip zu erldutern, betrachten wir nur den vereinfachten Fall ohne Funk-
tionssymbole und Funktionsvariablen. Dafiir definieren wir induktiv sogenannte ,einfache
Typen*, denen wir Stufen zuordnen:

e , ist ein einfacher Typ der Stufe 0

e sind 7, ..., 7, einfache Typen, dann ist 71 X ... X 7, — o ein einfacher Typ der Stufe
1 + max{Stufe von 7y, ..., Stufe von 7,}.

Die Stufe eines einfachen Typs ist also nur die Schachtelungstiefe des Typkonstruktors —.
Zum Beispiel ist ¢ x ((t = 0) —0) X (1t Xt—0) — o ein einfacher Typ der Stufe 3.

Mit Hilfe dieser Stufen von Typen werden die Stufen der Pradikatenlogik nach folgendem
Schema definiert:

Eine Sprache der Pradikaten- enthalt Symbole mit enthélt Variablen mit

logik der Stufe ‘ Typen der Stufen ‘ Typen der Stufen

2k — 1 <k <k-1

2k <k <k
Diese Zahlweise ist etwas gewOhnungsbediirftig, weil fiir jede Stufe von Typen zwei Stufen
der Pradikatenlogik unterschieden werden, je nachdem, ob nur Relationssymbole mit Typen
dieser Stufe oder auch Variablen mit Typen dieser Stufe vorkommen. In der folgenden Illus-
tration sind die Stufen der Typen (also die Werte k im obigen Schema) jeweils fettgedruckt:

Pradikatenlogik
der Stufe erlaubt Beispiel
Variable mit Typ Stufe 0
Tl
1=2-1-1 Relationssymbol mit Typ Stufe 1
TILXL—0 Ver(x,x)
2=2-1 Relationsvariable mit Typ Stufe 1
R:txt—o JRVx R(x,x)
3=2-2-1 Relationssymbol mit Typ Stufe 2 | vefleziv(r)
vefleziv : (L Xt —0) — 0 VR (veflerio(R) < Va R(z, x))
4=2-2 Relationsvariable mit Typ Stufe 2
R:(txt—0)—o0 JRVR (R(R) & Vr R(x,x))

Die Typen von Funktionssymbolen und -variablen sind keine ,einfachen Typen* im obigen
Sinn, fiir die wir eine Stufe definiert haben. Man miisste also noch die Stufen dieser Typen
passend definieren, dann gilt das obige Schema der Stufen der Prédikatenlogik auch fiir
Logiken mit Funktionssymbolen und -variablen.
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Ein Typ der Stufe 1 hat die Form ¢ x...x¢ — ¢ fiir ein Funktionssymbol oder ¢t x...xt — o
fiir ein Relationssymbol. Diese Typen sind eindeutig bestimmt, sobald man die Art des
Symbols und die Stelligkeit kennt. Deshalb kann man die Prédikatenlogik erster Stufe so
aufbauen, dass die Signatur nur Symbolmengen verschiedener Stelligkeiten festlegt und die
Typen gar nicht explizit erwahnt.

Die Pradikatenlogik zweiter Stufe bendtigt ebenfalls nur Typen der Stufe 1. Deshalb kann
auch sie noch ohne explizite Typen formalisiert werden.

Ab der Préadikatenlogik dritter Stufe reichen die Stelligkeiten allein nicht mehr, und man
muss die Typen explizit in die Formalisierung einbezichen.

2.13 Exkurs: Syntax von Modal- und Temporallogiken

Modallogik. Ziel der Modallogik ist es, die Aussagen- und Pridikatenlogik so zu erwei-
tern, dass nicht nur wahr und falsch, sondern auch Modalitédten wie ,notwendig”, , moglich®,
bekannt®, irgendwann“ und &hnliches ausgedriickt werden kénnen. Die Beziehung der Mo-
dallogik zur klassischen Logik ist dhnlich wie das Verhéaltnis des Konjunktiv zum Indikativ
in der natiirlichen Sprache: In der Modallogik wird wie im Konjunktiv ausgedriickt, was sein
konnte oder sollte. Die Modallogik wird in der Philosophie, in der Linguistik und Computer-
Linguistik, in der Kiinstlichen Intelligenz und zur Programmanalyse eingesetzt.

Die Syntax einer Sprache der modalen Aussagenlogik bzw. der Modallogik erster Stufe
besteht in einer geringfiigigen Erweiterung einer Sprache der Aussagenlogik bzw. der Pra-
dikatenlogik erster Stufe. Es werden lediglich zwei einstellige Modaljunktoren (auch ,Modal-
operatoren”) hinzugefiigt: O (gelesen ,Box“) und < (gelesen ,Raute” oder ,Diamant®).

Definition 2.13.1 (Sprache [Modallogik]).

e Eine Sprache £ der modalen Aussagenlogik ist gegeben durch ihre Signatur. Zusétzlich
gehoren zu L die logischen Symbole der modalen Aussagenlogik.

Die logischen Symbole der modalen Aussagenlogik sind die logischen Symbole der Aus-
sagenlogik erweitert um die Menge der einstelligen Modaljunktoren: {0, <}

Die Signatur einer Sprache £ der modalen Aussagenlogik ist genauso definiert wie fiir
eine Sprache der Aussagenlogik.

e Eine Sprache £ der Modallogik erster Stufe ist gegeben durch ihre Signatur. Zuséatzlich
gehoren zu L die logischen Symbole der Modallogik erster Stufe.

Die logischen Symbole der Modallogik erster Stufe sind die logischen Symbole der
Pradikatenlogik erster Stufe erweitert um die Menge der einstelligen Modaljunktoren:
{0, 0}.

Die Signatur einer Sprache £ der Modallogik erster Stufe ist genauso definiert wie fiir
eine Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe. ]

Definition 2.13.2 (Formel [modale Aussagenlogik]). Sei £ eine Sprache der modalen Aus-
sagenlogik.

e Jedes Aussagensymbol von L ist eine atomare L-Formel.

Eine atomare £-Formel nennt man auch kurz atomare Formel oder einfach Atom.
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e Die Menge Fr der L-Formeln, kurz Formeln, ist die kleinste Menge, die die folgenden
Bedingungen erfiillt:

1. T und L und alle atomaren £-Formeln sind in Fg.

2. Ist F' € Fr, so ist auch = F € Fr.

3. Ist F € Fr und G € Fz und 0 ein zweistelliger Junktor, so ist auch (F' 6 G) € Fr.
4. Ist F' € Fz, und ist p ein einstelliger Modaljunktor, so ist auch uF' € Fz. n

Definition 2.13.3 (Formel [Modallogik]). Sei £ eine Sprache der Modallogik erster Stufe.

e Jedes nullstellige Relationssymbol von L ist eine atomare £-Formel.
Sind t1,...,t, L-Terme, n > 1, und ist p ein n-stelliges Relationssymbol von L, so ist
p(t1,...,ty) eine atomare £-Formel.

Eine atomare £-Formel nennt man auch kurz atomare Formel oder einfach Atom.

e Die Menge Fr der L-Formeln, kurz Formeln, ist die kleinste Menge, die die folgenden
Bedingungen erfiillt:

1. T und L und alle atomaren £-Formeln sind in F.

2. Ist F' € Fr, so ist auch = F € Fr..

3. Ist F € Fr und G € Fz und 0 ein zweistelliger Junktor, so ist auch (F' 6 G) € Fr.
4. Ist F' € Fr, ist = eine Variable, und ist () ein Quantor, so ist auch QxF € Fr.

5. Ist F' € Fz, und ist p ein einstelliger Modaljunktor, so ist auch puF € Fr. m

Dabei werden £-Terme wie in Definition 2.3.2 erklart. Was die Syntax angeht, kénnen die
Modaljunktoren O und < also wie zuséatzliche einstellige Junktoren analog zu — benutzt wer-
den. Die Definitionen entsprechen den Definitionen der £-Formeln fiir die Aussagenlogik und
fiir die Pradikatenlogik erster Stufe — es ist jeweils nur der letzte Fall fiir die Modaljunktoren
hinzugekommen.

Zum Beispiel sind die folgenden Symbolfolgen Formeln, und zwar Fj, F5 und F3 For-
meln einer Sprache der modalen Aussagenlogik und Fy und F5 Formeln von Sprachen der
Modallogik erster Stufe (von verschiedenen Sprachen wegen der Stelligkeiten von ¢):

Fy = (-8-p = Op)

Fy=(C(pAq) = Op)

F3 = (¢0p < O0q)

Fy = OV (p(x) V q(w))

Fy = 320(Vy(p(z) A q(,y)) = Or(z))

Um das intuitive Verstandnis zu erleichtern, kann man O als ,notwendig” und < als ,;moglich®
lesen. Dann bedeuten die Formeln F, F5 und Fj:

Fy: Gilt nicht notwendigerweise —p, dann gilt moglicherweise p.
Fy: Ist (p A q) moglich, dann ist p moglich.

Fj3: Es ist genau dann moglich, dass p notwendig ist,
wenn es notwendig ist, dass ¢ moglich ist.
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Die intuitive Dualitat zwischen den Modalitaten ,notwendig” und ,méglich® gilt in den meis-
ten Semantiken. Sie erinnert an die Dualitdt zwischen den Quantoren: Fiir jede Formel F
gilt nicht notwendigerweise F', also —OF', genau dann wenn moglicherweise —F' gilt, also
O-F.

Begriffe wie freie Vorkommen einer Variablen in einer Formel oder der Bereich eines Quan-
tors werden ahnlich wie in der klassischen Logik definiert (Definition 2.3.6). Das Prinzip der
strukturellen Induktion l&sst sich fiir Formeln der modalen Aussagenlogik und der Modallo-
gik erster Stufe dhnlich zum Satz 2.1.4 ausformulieren und beweisen. Die Eindeutigkeitssétze
fiir Formeln der modalen Aussagenlogik und der Modallogik erster Stufe werden &hnlich wie
Satz 2.1.7 und Satz 2.3.5 bewiesen.

Auslegungen der Modallogik. Die Modaljunktoren O und < kénnen auf viele verschiedene
Weisen ausgelegt werden. Sie kénnen sowohl physikalische als auch logische Notwendigkeiten
und Moglichkeiten ausdriicken. In beiden Félle spricht man dann von einer alethischen Logik.

In einer anderen Auslegung steht O fiir ,geboten”, & fiir ,zuldssig” im juristischen oder
moralischen Sinn. In dem Fall spricht man von einer deontischen Logik. In einer solchen
Logik bedeutet (—<p = O-p) dass, wenn p nicht zuléssig ist, dann —p geboten ist.

Der Modaljunktor O wird auch ausgelegt als: ,es ist bekannt, dass ... oder ,es wird
geglaubt, dass ...“. In solchen Fallen wird der Modaljunktor <& nicht immer verwendet.
Zum Beispiel kann die Formel (Op = OOp) bedeuten, dass, wenn p bekannt ist, dann
auch bekannt ist, dass p bekannt ist. Manche Sprachen bieten mehrere Modaljunktoren O;
(auch K;) zur Darstellung dessen, was verschiedene Akteure ¢ wissen oder glauben. Weitere
Sprachen driicken mit O aus, was gewusst wird, mit <, was nicht ausgeschlossen wird. In all
diesen Fallen spricht man von epistemischen Logiken.

Ferner kénnen die Modaljunktoren O und < auch zeitlich ausgelegt werden, O als ,immer*
und < entweder als irgendwann® oder als ,manchmal®. Intuitiv bedeuten dann die Formeln
Fl, F2 und F32

Fiy: Gilt nicht immer —p, dann gilt irgendwann p, bzw.
gilt nicht immer —p, dann gilt manchmal p.
Fy: Gilt irgendwann (p A ¢), dann gilt irgendwann p, bzw.
gilt manchmal (p A ¢), dann gilt manchmal p.
F3: Es gibt genau dann einen Zeitpunkt, ab dem p immer gilt, wenn es immer einen
Zeitpunkt gibt, zu dem ¢ gilt, bzw.
falls manchmal immer p gilt, dann ist es immer der Fall, dass manchmal ¢ gilt.

Die Auslegung ,,nanchmal® fiir & wird in der sogenannten Prozesslogik verwendet. Die meis-
ten Temporallogiken beruhen auf der Auslegung ,irgendwann‘.

Je nachdem, wie die Modaljunktoren ausgelegt werden, sollen verschiedene Sachverhalte
gelten, die durch verschiedene Axiommengen dargestellt werden. Fiir eine alethische Logik
konnen unter anderem die Axiome

Alz(DF:>F)
AQZ(F:>DF)

fir alle Formeln F' der Logik angebracht sein. Sie bedeuten ,alles, was sein muss, ist und
salles, was ist, muss sein“. Fiir eine deontische Logik dagegen sind diese Axiome unter Um-
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standen unpassend. Es ist eben kein universelles Prinzip, dass ,alles ist, was geboten ist“ (A;)
und ,alles, was ist, geboten ist* (As).

Bei allen Auslegungen ist die modale Aussagenlogik besonders interessant, weil ihre Aus-
drucksstirke zwischen der klassischen Aussagenlogik und der klassischen Pradikatenlogik
erster Stufe liegt und sie im Gegensatz zur klassischen Pradikatenlogik erster Stufe ent-
scheidbar ist.

Lineare Temporallogik. In der Informatik spielen oft Zeitabldufe eine Rolle, z.B. zur For-
malisierung der Transitionen von Schaltwerken, der Ausfiihrungsschritte eines Programms
oder der Anderungen einer Datenbank. Die meisten dieser Zeitabldufe sind diskret und li-
near, d.h., ihnen liegt eine endliche oder unendliche aufzéhlbare Sequenz (zg, 21, 22, . . .) von
Zeitpunkten zu Grunde, die ein erstes Element zy besitzt. Wird eine diskrete und lineare
Modellierung der Zeit angenommen und wird dem Modaljunktor O die Bedeutung ,immer",
dem Modaljunktor ¢ die Bedeutung ,irgendwann* gegeben, so spricht man von einer linearen
Temporallogik.

Es ist sinnvoll und wiinschenswert, dass eine Sprache der linearen Temporallogik nicht
nur iiber Temporaljunktoren zum Ausdruck von ,immer* und ,irgendwann‘ verfiigt, sondern
auch iiber einen Junktor zur Bezeichnung des néchsten Zeitpunkts. Dieser Junktor ist o
(gelesen ,néchst”).

Definition 2.13.4 (Sprache [Temporallogik]).

e Eine Sprache £ der linearen temporalen Aussagenlogik ist gegeben durch ihre Signatur.
Zusétzlich gehoren zu L die logischen Symbole der linearen temporalen Aussagenlogik.

Die logischen Symbole der linearen temporalen Aussagenlogik sind die logischen Sym-
bole der Aussagenlogik erweitert um die Menge der einstelligen Temporaljunktoren:
{0, 0,0}

Die Signatur einer Sprache L der linearen temporalen Aussagenlogik ist genauso defi-
niert wie fiir eine Sprache der Aussagenlogik.

e Eine Sprache L der linearen Temporallogik erster Stufe ist gegeben durch ihre Signatur.
Zusatzlich gehoren zu L die logischen Symbole der linearen Temporallogik erster Stufe.

Die logischen Symbole der linearen Temporallogik erster Stufe sind die logischen Sym-
bole der Pradikatenlogik erster Stufe erweitert um die Menge der einstelligen Tempo-
raljunktoren: {0, <) o}.

Die Signatur einer Sprache £ der linearen Temporallogik erster Stufe ist genauso de-
finiert wie fiir eine Sprache der Préadikatenlogik erster Stufe. m

Die Definition der £-Formeln fiir eine Sprache der linearen Temporallogik ist identisch zu
den Definitionen fiir die Modallogik. Im jeweils letzten Fall kann g diesmal O oder & oder
o sein.

Zum Beispiel sind Fg und F7 Formeln einer Sprache der linearen temporalen Aussagenlo-
gik:

Fy = (Gop 4 00p)
Fr = (Op = (pVoop))
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die wie folgt verstanden werden konnen:

Fy: Es gilt genau dann irgendwann, dass p unmittelbar danach zutrifft, wenn
ab dem nachsten Zeitpunkt irgendwann p gilt.

F7: Wenn p irgendwann gilt, dann gilt p jetzt, oder ab dem néchsten Zeitpunkt
gilt irgendwann p.

Eine Sprache der linearen Temporallogik eignet sich zur Beschreibung von Eigenschaften von
Programmablaufen, wie z.B.:

YV (Prozess(x) = O(wartend(x) = <aktiv(z)))
d.h., jeder Prozess wird immer, wenn er wartet, irgendwann danach aktiv, oder
YV (Prozess(x) = (OQwartend(x) = OO aktiv(x)))

d.h. jeder Prozess, der immer wieder wartet, ist auch immer wieder aktiv.

Ferner bedeutet die Korrektheit eines Programms P, dass nach endlicher Zeit eine Ei-
genschaft Fp erfiillt ist. Dies ldsst sich in einer linearen Temporallogik einfach durch ¢ FEp
ausdriicken.

Die Temporaljunktoren W und Y. Manche Temporallogiken bieten statt oder neben o,
O und < die zweistelligen Junktoren ,bis* (notiert W fiir ,,waiting for“) und ,es sei denn
(notiert U fiir ,unless”), womit sich manche Eigenschaften von Programmabldufen bequem
formulieren lassen. Zum Beispiel driickt die folgende Formel Fg aus, dass die anschlieende
Anweisung den Wert w der Variablen x nicht veridndert, es sei denn, p(z,y) gilt.

Fy = (z=w = o(z=w)) U p(z,y)
if p(x,y) then x := x + 1 end

Die Junktoren O und < konnen mittels W und U sowie T und L definiert werden. OF
(mimmer F*) entspricht beispielsweise F¥ W L (,F bis L gilt*).

Verzweigte Temporallogik. Weitere Temporallogiken beruhen nicht auf der Annahme,
dass die Zeit linear ist. Um Alternativen und den Nichtdeterminismus beschreiben zu kon-
nen, wird angenommen, dass die Zeit ,verzweigt® ist, d.h., jeder Zeitpunkt kann mehrere
direkte Nachfolgerzeitpunkte besitzen. Man spricht dann von verzweigten Temporallogiken.
Fiir solche Logiken konnen sich die Temporaljunktoren o, O und < als unzureichend erwei-
sen, weil ihnen die Intuition von einer einzigen Sequenz von Zeitpunkten zu Grunde liegt.
Um dieses Problem zu beseitigen, verfiigen manche Temporallogiken {iber die folgenden
Temporaljunktoren mit den angegebenen intuitiven Auslegungen:

YO fiir alle Zeitpunktsequenzen S und alle z € S

JO  es gibt Zeitpunktsequenzen S, so dass fiir alle z € S
V<& o fiir alle Zeitpunktsequenzen S und manche z € S
3O es gibt Zeitpunktsequenzen S und z € S

Vo  fiir alle unmittelbaren Nachfolgerzeitpunkte

Jo  es gibt unmittelbare Nachfolgerzeitpunkte

Dabei ist VO, 90, VO, 3O, Vo, do jeweils ein Temporaljunktor, der mit zwei Symbolen
geschrieben wird.
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3 Semantik

In diesem Kapitel wird prézisiert, wie Formeln der Aussagenlogik und der Pradikatenlogik
erster Stufe Wahrheitswerte zugeordnet werden kénnen. Darauf bauen dann formale Defini-
tionen von semantischen Begriffen wie der ,Folgerung“ auf.

Die klassische Logik — Aussagenlogik sowie Prédikatenlogik — hat zwei Wahrheitswerte:
wahr, notiert w, und falsch, notiert f. Dabei handelt es sich um eine Festlegung, die keines-
wegs selbstverstandlich ist. Mehrwertige Logiken wéren in der Informatik oft vorteilhafter,
etwa zur Wissensrepréasentation (drei sinnvolle Wahrheitswerte sind: bekanntlich wahr, be-
kanntlich falsch, Wahrheitswert unbekannt) oder zur Beschreibung von Programmablidufen
(sinnvolle Wahrheitswerte sind: terminiert erfolgreich, terminiert erfolglos, terminiert nicht).

Wie die zwei Wahrheitswerte notiert werden, ist unwesentlich: oft werden 0 statt f und
1 statt w verwendet. Man konnte z.B. auch * und ® benutzen. Was unter Wahrheit und
Falschheit zu verstehen ist, soll auBerdem nicht von nichtmathematischen Uberlegungen
belastet werden: hier handelt es sich im Grunde nur um Namen fiir die Elemente einer
zweielementigen Menge { f, w}. Die Bedeutung dieser Elemente wird nicht weiter festgelegt,
sondern nur Regeln fiir ihre Verwendung.

Die Semantik der Aussagenlogik wird dadurch definiert, dass jedem n-stelligen Junktor ei-
ne n-stellige Boole’sche Funktion, d.h., eine (totale) Funktion {f,w}™ — {f, w}, zugeordnet
wird. Wir werden sehen, dass sich der Wahrheitswert jeder zusammengesetzten Formel F' aus
den Wahrheitswerten der in F' vorkommenden atomaren Formeln ergibt. Zunéchst untersu-
chen wir aber, wie Junktoren mittels Boole’scher Funktionen interpretiert werden kénnen.

Funktion. Von nun an wird das Wort ,,Funktion“ immer fiir ,totale Funktion“ stehen. Unter
einer Funktion F: A — B versteht man eine Relation iiber A x B (also eine Teilmenge von
Ax B) mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass es fiir jedes a € A ein eindeutiges b € B gibt mit
(a,b) € F. Eine Funktion F': A — B kann also auch als ,linkstotale’ und ,rechtseindeutige*
Relation iiber A x B definiert werden.

3.1 Boole’sche Funktionen

Die Bezeichnung geht zuriick auf George Boole (Lincoln 1815 — Cork 1864).

Nulistellige Boole'sche Funktionen
Fiir die nullstelligen Junktoren ist die zuzuordnende Boole’sche Funktion ebenfalls nullstellig,

also einfach ein Wahrheitswert, und natiirlich w fiir T und f fir L.

Bemerkung: Die Formeln T und L sollten nicht mit den Wahrheitswerten w und f ver-
wechselt werden, obwohl manchmal das gleiche Symbol fiir einen nullstelligen Junktor und
seinen Wahrheitswert verwendet wird. m

Einstellige Boole'sche Funktionen

Die einfachste einstellige Boole’sche Funktion {f,w} —{ f,w} ist die Identitat Id, aber sie
entspricht keinem einstelligen Junktor. Welche einstellige Boole’sche Funktion zum einstel-
ligen Junktor — gehort, ergibt sich unmittelbar, weil nur zwei Wahrheitswerte vorausgesetzt
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3 Semantik

wurden (wie die Negation in mehrwertigen Logiken zu interpretieren wire, ist dagegen im
allgemeinen nicht so offensichtlich):

{frwy —{ fw}
fooew
w — f

Ublicherweise hat diese Boole’sche Funktion den Namen NoT und wird durch eine sogenannte
Wahrheitstafel* angegeben:

wor X [[wor x|

f w oder f w
w

f wi f

Bemerkung: In der Variante auf der rechten Seite ist das X nicht etwa ein Aussagensymbol
und auch keine Variable der Prédikatenlogik, denn die Definition einer Boole’schen Funktion
enthédlt keine syntaktischen Bestandteile einer Sprache L irgend einer Logik. X ist eine
Variable im iiblichen mathematischen Sinn, die fiir einen der Werte w bzw. f steht. Im
Kontext von Boole’schen Funktionen spricht man von Boole’schen Variablen. ]

Zweistellige Boole’sche Funktionen

Zweistellige Boole’sche Funktionen {f,w} x {f,w} — {f, w} konnen in gleicher Weise durch
Wahrheitstafeln angegeben werden wie einstellige. Zum Beispiel ist durch folgende Wahr-
heitstafel eine zweistellige Boole’sche Funktion namens OR definiert:

| [or] (X Y[ XorY|

I r|r [ r f
f w| w oder /o ow w
w flw w f w

Welche zweistelligen Boole’schen Funktionen den zweistelligen Junktoren zuzuordnen sind,
ist weniger unmittelbar als bei den null- und einstelligen. Kombinatorisch gibt es 2* = 16
zweistellige Boole’sche Funktionen (liest man jede Spalte als 4-stellige Bindrzahl mit 0 statt f
und 1 statt w, erhdlt man die Nummer der Spalte):

\ [o]1]2[3[4]5]6]7]8]9]10[11]12]13][14]15]
IV flflflwlw|lwlw|lw|lw|w|w
flflflflwlw|lw|lw|flf|lflflw|]w|w|w
flflwlw|f|lflwlw|flflwlw| f|f|lw]|w
Sl flwlflw | flwu[flw]flw]flw][f|w
Davon sind aber einige uninteressant, da sie gar nicht von allen ihren Argumenten abhéngen.
Diese uninteressanten Boole’schen Funktionen sind:

0: die konstante zweistellige Funktion FaLsE?(X,Y) = f
3:  die zweistellige Projektion auf das 1. Argument 77(X,Y) = X (auch Id? genannt)
5. die zweistellige Projektion auf das 2. Argument 73(X,Y) =Y (auch Id3 genannt)
10:  die zweistellige Negation des 2. Arguments NOT3(X,Y) = NOT Y’
12:  die zweistellige Negation des 1. Arguments NOT?(X,Y) = NOT X
15:  die konstante zweistellige Funktion TRUE?(X,Y) = w

8 8 =
g & =
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3.1 Boole’sche Funktionen

Es verbleiben also noch zehn interessante zweistellige Boole’sche Funktionen. Sie haben
folgende Namen:

1 2 4 6 7 8 9 11 13 14

AND NIMP NRIMP NEQU OR NOR EQU RIMP IMP NAND
XOR

Die Namensgebung suggeriert natiirlich — zumindest in einigen Fallen — welchen zweistel-
ligen Junktoren diese zweistelligen Boole’schen Funktionen wohl zugeordnet werden. Aller-
dings stehen den zehn zweistelligen Boole’schen Funktionen nur vier zweistellige Junktoren
gegeniiber, die in Kapitel 2 fiir die Aussagenlogik oder Pradikatenlogik eingefiihrt wurden.
Tatséchlich hitte man aber auch genauso viele zweistellige Junktoren einfithren kénnen wie
es Boole’sche Funktionen gibt.

Die Schreibweisen der zusétzlichen Junktoren und die Zuordnung zwischen Junktoren und
Boole’schen Funktionen ergibt sich aus folgender Tabelle:

| [Alv]=T<[A [V][+[4 [+ ]

AND | OR | IMP | RIMP || NAND | NOR | NIMP | NRIMP || EQU | NEQU

XOR
fFr|r|frjw|w w | w | f / w | f
Jwl| flw]w]| f w f f w fl w
w f flw| f w w f w f f w
w w| w | w| w w f f f f w f

Aus der Systematik dieser Tabelle erkennt man auch, warum meistens nicht alle diese
Junktoren eingefiihrt werden: In vielen Féllen lassen sich ihre Boole’schen Funktionen auf
die Boole’schen Funktionen anderer Junktoren zuriickfiihren und damit als iiberfliissig an-
sehen. Zum Beispiel erhdlt man RIMP (,reverse implication®) einfach durch Vertauschen der
Argumente von IMP. Die Boole’sche Funktion NIMP entsteht durch Negation von imp, d.h.,
X NiMPY = NOT(X IMPY') oder NIMP = NOT © IMP.

Mehrstellige Boole’sche Funktionen

Junktoren einer Stelligkeit grofler als zwei werden selten eingefiihrt. Der Grund ist, dass ihre
Boole’schen Funktionen {f,w}"™ — {f,w} im gleichen Sinne tiberfliissig sind wie einige der
zweistelligen: Man kann sie stets auf Boole’sche Funktionen zuriickfithren, deren Stelligkeit
hochsten zwei ist.

Um etwas systematischer kldren zu konnen, wie sich Boole’sche Funktionen aufeinander
zuriickfithren lassen, bendtigen wir zunéchst einige Begriffe.

Definition 3.1.1.
AND, OR, IMP, RIMP, NAND, NOR, NIMP, NRIMP heiflen primdre Boole’sche Funktionen. EQU, NEQU
heiflen sekunddre Boole’sche Funktionen.

Eine Menge B von Boole’schen Funktionen heifit eine vollstindige Basis (auch: funktional
vollstindig), falls jede Boole’sche Funktion als Komposition von Funktionen in B definiert
werden kann.

Eine vollstandige Basis B heifit minimal, falls keine echte Teilmenge von B eine vollstan-
dige Basis ist. ]

49



3 Semantik

Bemerkungen:

1. Primér sind die zweistelligen Boole’schen Funktionen, deren Spalten in den obigen
Wahrheitstafeln entweder ein einziges w oder ein einziges f enthalten. Sekundéar sind
die zweistelligen Boole’schen Funktionen, deren Spalten in den obigen Wahrheitstafeln
zweil w und zwei f enthalten.

2. Die obigen Wahrheitstafeln definieren, wie gesagt, zweistellige Boole’sche Funktionen.
Offensichtlich kann jede n-stellige Boole’sche Funktion durch eine Wahrheitstafel mit
n + 1 Spalten und 2" Zeilen definiert werden.

Beispiel: die dreistellige Boole’sche Funktion, die w liefert genau dann wenn alle ihre
Argumente gleich sind, wird durch folgende Wahrheitstafel mit 8 Zeilen angegeben:

fr fjw
ff wif
fow ff
Jow wif
w foff
w f o w|f
w w f|f

3. Die Komposition bedeutet wie iiblich die Hintereinanderausfiihrung. Zum Beispiel kann
die Boole’sche Funktion OR wie folgt als Komposition von NOT und AND definiert werden:
X orRY = NOT(NOTX AND NOTY). "

Satz 3.1.2.
1. Fiir jede primére Boole’sche Funktion F ist {F,NOT} eine vollstdndige Basis.

2. {nAND} und {NOR} sind minimale vollstéandige Basen.

Beweis:  (skizziert)

1. a) Jede zweistellige Boole’sche Funktion kann als Komposition von AND und NOT
definiert werden.
Die Boole’schen Funktionen Fi,Fo, F3, F4, seien wie folgt definiert:

| LFilFo [Fs [F]
flw|w]|w
w| flw]|w
wlw| flw
w willw|lw|lwl|f

g
~ & =

Sei F eine zweistellige Boole’sche Funktion mit Wahrheitstafel:

| X Y[ XFY|
I f 21

[ ow 22
w f z3
wow Z4
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3.1 Boole’sche Funktionen

Sei Ir die Teilmenge von {1,2,3,4} mit z; = f fiir ¢ € Ir. Weiter sei die Schreib-
weise AND*{F;,,...,F;, }(X,Y) definiert als Abkiirzung fiir die rechtsassoziativ
geklammerte Form von [X F;; Y] AND ... AND [X F;, Y. Dann gilt:

F=AND*{F; | i € If}

weil die Wahrheitstafel der zweistelligen Boole’schen Funktion AND*{F; | ¢ € If}
genau in den selben Zeilen den Wert f hat wie die Wahrheitstafel von F.

Wir haben also das beliebige zweistellige F als Komposition von {AND, F1, Fo, F3,F4}
dargestellt. Jetzt stellen wir nur noch die F; als Komposition von {AND, NOT} dar:

XFAY = NoT(NOT X AND NOTY
XFY = nNoT(NOT X AND Y
( X ANDNOTY
(

X AND Y

XFPY = nNot

)
)
)
XF/RY = NoT )

Man beachte das systematische Muster: Die Funktion F; hat genau in der i-ten
Zeile den Wert f. Seien (a,b) die (X,Y)-Werte dieser i-ten Zeile. Dann hat die
Definition von F; die Form

XFY = noT(A(X)ANnDB(Y))

Id fallsa=w Id fallsb=w
:{NOT falls 0 = f B:{NOT falls b = f
Bemerkung: Die Notation 0 statt f und 1 statt w und x statt AND macht das
Obige anschaulicher.
b) Jede n-stellige Boole’sche Funktion mit n > 3 kann als Komposition von zwei-
stelligen Boole’schen Funktionen und NOT definiert werden.
Das unter 1 (a) beschriebene Muster kann auch auf drei oder mehr Argumente
iibertragen werden.
c) Aus 1 (a) und 1 (b) folgt, dass {AND,NOT} eine vollsténdige Basis ist.
d) Ist F eine primére Boole’sche Funktion, so kann AND als Komposition von F und
NOT definiert werden.
Das zeigt man fiir jede primédre Boole’sche Funktion F durch eine geeignete Defi-
nition, zum Beispiel fiir orR durch X AND Y = NOT(NOTX OR NOTY).
e) AND ldsst sich nicht als Komposition von einer sekundéaren Boole’schen Funktion
und NOT definieren.

2. Anhand der Wahrheitstafel iiberpriift man leicht, dass NOTX = X NAND X = X NOR X
gilt. Das Ergebnis folgt dann aus 1 (¢), 1 (d) und der Tatsache, dass () keine vollstandige
Basis ist. L]

Es ist iiblich, fiir Boole’sche Funktionen die gleiche Notation zu verwenden wie fiir die
Junktoren, denen sie zugeordnet sind (also zum Beispiel A auch fiir AND). Wir werden uns
von nun an diesem Brauch anschlielen. Dabei darf aber der Unterschied zwischen Junktor
und Boole’scher Funktion nicht {ibersehen werden!
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3.2 Exkurs: Schaltkreise und Boole’sche Algebren

Die Steuerungseinheit eines Computers kann als elektronischer Schaltkreis angesehen werden,
der eine Menge von Boole’schen Funktionen implementiert. Damit sie nicht eingeschrankt
ist, muss diese Menge von Boole’schen Funktionen eine vollstandige Basis bilden.

Minimale vollstdndige Basen haben gegeniiber nichtminimalen Basen den Vorteil, keine
redundanten Elemente zu enthalten, was kostengiinstig ist. Die minimale vollstdndige Basis
{NAND} hat den zusétzlichen Vorteil, dass die Funktion NAND mit Transistoren einfach zu
implementieren ist. Das ist der Grund, warum die meisten Schaltkreise viele sogenannte
,NAND-Gatter enthalten.

Bei der Entwicklung von Schaltkreisen werden zunéchst die benotigten Boole’schen Funk-
tionen bestimmt. Betrachten wir als Beispiel einen Multiplexer. Das ist ein Schaltkreis, der
eingesetzt wird, wenn eine einzige Leitung fiir unterschiedliche Zwecke verwendet wird oder
wenn eine Komponente Eingabewerte aus verschiedenen anderen Komponenten erhalten soll.
Er entspricht einer mehrstelligen Boole’schen Funktion, die einfach eines ihrer Argumente
als Ergebnis liefert, aber welches der Argumente, héngt von Steuergréfien ab.

Der einfache Multiplexer hat drei Eingéinge s, xg, 1 und einen Ausgang y. Der Wert des
Steuereingangs s legt dabei fest, ob der Eingang x¢ oder der Eingang x; auf den Ausgang
y geschaltet wird (s steht fiir ,switch oder Schalter): falls s = w dann y = x4, falls s = f
dann y = z¢. Dieses Verhalten kann durch eine Wahrheitstafel beschrieben werden.

8
=)
8
—
<

Zo

»
E € 8 € o

E &8 w8 & ==
8 w8 % & =&
E %8 %8 8 =

Dieser Multiplexer entspricht einer dreistelligen Boole’schen Funktion y = mMux(s, zg, z1)
mit der gegebenen Wahrheitstafel. Mit der Beweistechnik von Satz 3.1.2, Punkt 1 (a), ge-
nauer gesagt, mit einer dazu dualen Variante, kann man aus der Wahrheitstafel unmittelbar
ablesen, wie diese Funktion auf die Basis {NOT, AND, OR} zuriickgefiihrt werden kann:

MUX(s, zo, z1) = (NOT s AND (X AND NOT 1)) (%)
OR (NOTsAND (  xp AND x1))
OR ( s AND (NOT xzp AND x1))
OR ( sAND(  zp AND x1))

Diese Darstellung der Boole’schen Funktion wird dann weiter umgewandelt, zum Beispiel
auf eine andere — fiir die technische Realisierung giinstigere — Basis zuriickgefiihrt, oder ver-
einfacht, wobei es unterschiedliche Kriterien fiir ,einfach” gibt. Eine vereinfachte Darstellung
in unserem Beispiel wire MUX(s, zg,21) = (NOTSAND () OR (sANDz1). Diese Darstellung der
Funktion sollte keine Uberraschung sein, wenn man sich an das beschriebene Verhalten des
Multiplexers erinnert!
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3.3 Interpretationen und Modelle, Aussagenlogik

Was bei diesen Umwandlungen erlaubt ist, damit die umgewandelte Darstellung auch in
jedem Fall die selbe Boole’sche Funktion beschreibt wie die Ausgangsdarstellung, ergibt sich
aus den Rechenregeln der Boole’schen Algebra.

Im Formalismus der Boole’schen Algebra wiirde () so dargestellt:

MUX (s, Zo, T1) = (5 x my X 1) (%x)
+ (§ X xg X CCl)
+ (8 X T X {lfl)
+ (s X xg X x71)

Eine Boole’sche Algebra kann entweder als , komplementérer distributiver Verband* (siehe
Algebra-Vorlesung) definiert werden, oder wie folgt mit einem Axiomensystem.

Definition 3.2.1 (Boole’sche Algebra). Eine Boole’sche Algebra ist ein Tripel (B,+, X),
so dass B eine Menge ist und + und x zwei Operationen iiber B (d.h. Funktionen B? — B)
mit:
1. Fiir jede Operation gibt es ein neutrales Element, notiert 0 fiir + und 1 fiir x:
firallez e Bgilt0+x=24+0=zund l xz=2x1=u=x.

2. Beide Operationen sind kommutativ:
firallez,ye Bgitx+y=y+2xund x x y =y X x.

3. Jede Operation ist distributiv beziiglich der anderen:
fir alle z,y,z € Bgilt (x+y)xz=(xx2)+(yxz)und (xxy)+2z = (x+2) X (y+2).
4. Zu jedem Element x € B gibt es ein komplementéres Element € B mit z +7 = 1
und z x T = 0. m

Bemerkung: Die Assoziativitdt von + und x folgt aus diesen Axiomen. m

Diese Axiome gelten fiir das Tripel ({f,w}, OR,AND), wobei f das neutrale Element fir
OoR und w das neutrale Element fiir AND ist. Die Boole’sche Funktion NOT bildet jedes Ele-
ment von {f,w} auf sein komplementares Element ab. Die obige Vorgehensweise, die zur
Darstellung (%) gefiihrt hat, ergibt also immer eine Darstellung, fiir die die Rechenregeln der
Boole’schen Algebra gelten.

3.3 Interpretationen und Modelle aussagenlogischer Formeln

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst festlegen, wie einer aussagenlogischen Formel ein
Wahrheitswert zugeordnet wird, und darauf aufbauend semantische Begriffe wie die Folge-
rungsbeziehung formalisieren.

Betrachten wir zur Motivation zwei Aussagen:

Aussagensymbol p reprisentiert die Aussage: ,ich arbeite®
Aussagensymbol ¢ reprisentiert die Aussage: ,jich spiele®

Intuitiv folgt aus der von p représentierten Aussage die von (p V q) reprisentierte Aussage:
wenn ich arbeite, dann gilt dass ich arbeite oder spiele. Interessanterweise folgt sie auch
dann, wenn die beiden Aussagensymbole ganz anders interpretiert werden, zum Beispiel:

Aussagensymbol p reprisentiert die Aussage: ,es regnet”
Aussagensymbol ¢ reprisentiert die Aussage: ,es schneit*
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Die Folgerungsbeziehung ist also unabhéngig von der eigentlichen (anwendungsspezifi-
schen) Interpretation der Aussagensymbole. Sie ergibt sich bereits vollig aus den Zusam-
menhéngen der Wahrheitswerte von p und ¢ mit den Wahrheitswerten von (p V q).

Diese Zusammenhénge sind hier gerade durch die Wahrheitstafel der Boole’schen Funktion
OR definiert, die dem Disjunktionsjunktor zugeordnet ist. Jede Zeile dieser Wahrheitstafel legt
den Wahrheitswert von (p V q) fiir eine der méglichen Kombinationen von Wahrheitswerten
von p, q fest. Jede Zeile stellt damit eine mogliche Interpretation der Aussagensymbole dar,
die von sémtlichen anwendungsspezifischen Aspekten bis auf die Wahrheitswerte abstrahiert.
In allen Interpretationen, in denen p wahr ist, ist nach der Wahrheitstafel auch (pV ¢q) wahr.
Diese Tatsache ist die formale Begriindung fiir die Folgerungsbeziehung zwischen den beiden
Aussagen.

Definition 3.3.1 (Interpretation [Aussagenlogik]). Sei £ eine Sprache der Aussagenlo-
gik. Eine L-Interpretation oder Wahrheitsbelegung ist eine Funktion M von der Menge der
Aussagensymbole von £ in die Menge {f, w} der Wahrheitswerte.

Jede L-Interpretation M wird zu einer Funktion M* : Fr — {f,w} auf der Menge aller
L-Formeln fortgesetzt wie folgt (F', F1, Fy bezeichnen £-Formeln):

M*( ) = w
W) = f
M*(F) = M(F) falls F* Aussagensymbol von L ist
M*(=F) := nNoT M*(F)
M* ( (Fl/\FQ) ) = M*(Fl) AND M*(FQ)
M* ( (Fl\/FQ) ) = M*(Fl) OR M*(Fg)
M* ( (F1:>F2) ) = M*(Fl) IMP M*(FQ)
M* ( (F1<:>F2) ) = M*(Fl) EQU M*(FQ) |

Bemerkungen:

1. Die obige Form der Definition von M* macht die Zuordnung zwischen Junktoren und
Boole’schen Funktionen ganz explizit. Diese Definition liefert die Begriindung dafiir,
warum man die Wahrheitswerte von Formeln auch iiber Wahrheitstafeln bestimmen
kann, deren Uberschriften £-Formeln sind (im Gegensatz zu den Wahrheitstafeln in
Abschnitt 3.1, in denen keine £-Formeln vorkamen).

2. Man tiiberzeuge sich, dass die Definition von M* vollig gleichwertig zu der folgenden
ist, die deutlicher betont, dass die Junktoren die gleiche Bedeutung haben sollen wie
die entsprechenden metasprachlichen Junktoren. Diese zweite Form der Definition hat
den Vorteil, dass ihr Stil sich auch auf die iiber die Aussagenlogik hinausgehenden
Bestandteile der Préadikatenlogik {ibertragen lasst.

M*(T) = w
M*(L) = f
M*(F) := M(F) falls F Aussagensymbol von L ist
. o w falls nicht gilt: M*(F) = w
M*(=F) = { f andernfalls
« . w falls M*(F1) = w und M*(Fy) = w
MY ((FinEy) ) = { f andernfalls
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. . w falls M*(F) = w oder M*(Fy) =w
MI(RVE)) = { f andernfalls

. . w  falls gilt: wenn M*(F}) = w so M*(Fy) = w
M (=) = { f andernfalls

g

falls entweder M*(Fy) = w und M*(Fy) = w
M (e F)) = oder weder M*(F}) = w noch M*(Fy) =w
f andernfalls

Ist aber durch die Definition, egal in welcher der beiden Formen, iiberhaupt eine Funktion
M* festgelegt? Diese muss ja total und wohldefiniert sein, das heifit, fiir jede £-Formel einen
und nur einen Wert liefern. Dass dies in der Tat so ist, ergibt sich aus einem allgemeinen
Ergebnis iiber das verwendete Definitionsprinzip.

Satz 3.3.2 (strukturelle Rekursion [Formel, Aussagenlogik]). Sei £ eine Sprache der Aus-
sagenlogik. Um eine Funktion ® : 7z — B von der Menge der £-Formeln in einen Wertebe-
reich B eindeutig zu definieren, geniigen folgende Angaben fiir ®:

1. Basisfalle:

1.1 Die Werte b1 und b; von ® auf T und L werden explizit angegeben.
1.2 Der Wert by von @ auf jeder atomaren £-Formel A wird explizit angegeben.

2. Rekursionsfalle:

2.1 Der Wert von ¢ auf zusammengesetzten Formeln der Gestalt =F wird in Abhén-
gigkeit von dem Wert von ® auf der Teilformel F' definiert.

2.2 Der Wert von ® auf zusammengesetzten Formeln der Gestalt (F' 0 G) wird fiir
jeden zweistelligen Junktor 6 in Abhéngigkeit von den Werten von ¢ auf den
Teilformeln F' und G definiert.

Beweis: Seien Definitionen der Form 1.1, 1.2, 2.1, 2.2 gegeben. Die Rekursionsfille seien
mittels einer einstelligen Funktion ¢, : B — B und zweistelligen Funktionen ¢y : BXxB — B
flir zweistellige Junktoren 6 definiert.
Sei R die Menge aller Relationen iiber Fr x B, die alle Bedingungen dieser Definitionen

erfiillen, also die Menge aller R C Fr x B, fiir die gilt:

1.1 (T,b1) € Rund (L,b,) € R.

1.2 (A,ba) € R fur jedes Aussagensymbol A von L.

2.1 Wenn (F,b) € R, dann auch (=F, ¢ (b)) € R.

2.2 Wenn (Fi,b1) € Rund (Fy,be) € R, dann auch ((F10F,), pg(b1,b2)) € R

fiir jeden zweistelligen Junktor 6.

Offensichtlich erfiillt Fz x B diese Bedingungen, also ist (Fz x B) € R # (. Ferner garantiert
1.1, dass R # () ist fiir jedes R € R.

Wir konstruieren eine zweistellige Relation & iiber F, x B:

(F,b) € & gdw. fiir alle R € R gilt (F,b) € R. (1)

Anders ausgedriickt ist ® = (|p.z R. Da die Bedingungen 1.1, 1.2, 2.1, 2.2 fir alle R € R
gelten, gelten sie auch fiir ®, das heifit, ® € R. Wir zeigen, dass ® eine Funktion ist.
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1. & ist linkstotal, d.h., fiir jede £-Formel F' gilt
es gibt b € B mit (F,b) € ® (%)

Beweis durch strukturelle Induktion nach Satz 2.1.4, wobei (x) die nachzuweisende
Eigenschaft £ ist. Sdmtliche Teilbeweise ergeben sich unmittelbar aus der Tatsache,
dass @ die Eigenschaften 1.1, 1.2, 2.1, 2.2 erfiillt.

2. @ ist rechtseindeutig, d.h., fiir jede £-Formel F' gilt
wenn (F,b) € ® und (F, V') € &, dann b =8’ (%)

Beweis durch strukturelle Induktion nach Satz 2.1.4, wobei (xx) die nachzuweisende
Eigenschaft &£ ist.

Basisfall T: Wegen 1.1 gilt (T,b1) € ®. Angenommen, es giabe ein Tupel (T,b') € ®
mit b’ # br. Dann wiirde auch R = ®\ {(T,?')} die Bedingungen 1.1, 1.2, 2.1, 2.2 erfiil-
len (dass keines der in diesen Bedingungen geforderten Tupel gleich dem weggenomme-
nen ist, ergibt sich aus dem Eindeutigkeitssatz 2.1.7). Also wire R = ®\ {(T,¥)} €R ,
und damit wire (T,b") ¢ ®. Widerspruch.

Also besitzt T die Eigenschaft (xx).

Die iibrigen Basisfille werden analog gezeigt.

Induktionsfall Negation: F besitze die Eigenschaft (xx). Wegen der Linkstotalitdt von
¢ gibt es b € B mit (F,b) € ®. Wegen 2.1 gilt (=F,p-(b)) € ®. Angenommen, es
gibe ein Tupel (—F,b') € ® mit V' # p-(b). Dann wiirde auch R = ® \ {(—=F,b')} die
Bedingungen 1.1, 1.2, 2.1, 2.2 erfiillen (nach dem Eindeutigkeitssatz 2.1.7 kann durch
das Wegnehmen dieses Tupels hochstens Bedingung 2.1 verletzt sein, wenn es ndmlich
ein by € B gibt mit ¢ (by) = b und (F,by) € ®@; dies ist aber ausgeschlossen, da nach
Induktionsannahme F' die Eigenschaft (%) besitzt, somit by = bund ¢~ (b) = p-(b1) =
b ist, wo ja gerade b/ # - (b) sein soll). Also wiare R = ®\ {(—=F,b')} €R , und damit
ware (—F,b") ¢ ®. Widerspruch.

Also besitzt —F' die Eigenschaft (xx).

Die iibrigen Induktionsféille werden analog gezeigt.

Also ist das so konstruierte ® eine Funktion, die die Bedingungen 1.1, 1.2, 2.1, 2.2 erfiillt.
Es bleibt noch der Nachweis zu fiihren, dass es die einzige derartige Funktion ist.

Angenommen, es gibt noch eine weitere Funktion ®’, die die Bedingungen 1.1, 1.2, 2.1,
2.2 erfiillt. Nach Definition von R gilt ® € R. Nach Definition von @ gilt ® C &'. Fiir
jedes F' € Fr ergibt sich damit: wenn ®(F) = b, also (F,b) € ®, dann (F,b) € ®'. Da
®’ nach Annahme eine Funktion ist, gibt es kein anderes b’ mit (F,b') € ®'. Das heifit
O'(F) = b= ®(F) fir jedes F, also &' = ®. u

Folgesatz 3.3.3. Die Fortsetzung M* einer L-Interpretation M geméfl Definition 3.3.1 ist
eine Funktion Fz — {f,w}, liefert also fiir jede £-Formel einen eindeutigen Wahrheitswert. m

Definition 3.3.4 (semantische Begriffe [Aussagenlogik]). Sei £ eine Sprache der Aussa-

genlogik. M bezeichne eine L-Interpretation (oder Wahrheitsbelegung), F' und G bezeichne
L-Formeln, S bezeichne eine Menge von £-Formeln.
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M erfillt F (oder M ist ein Modell von F), notiert M = F, gdw. M*(F) = w.
Andernfalls: M falsifiziert F', notiert M [~ F.

M erfillt S (oder M ist Modell von S), notiert M = S, gdw. M |= F fir jedes F € S.
Andernfalls: M falsifiziert S, notiert M [~ S.

e Eine £-Formel (oder Menge von £-Formeln) heifit

allgemeingiiltig gdw. sie von jeder L-Interpretation erfiillt wird

erfillbar gdw. sie von einer L-Interpretation erfiillt wird
falsifizierbar ~ gdw. sie von einer L-Interpretation falsifiziert wird
unerfillbar gdw. sie von jeder L-Interpretation falsifiziert wird

Eine allgemeingiiltige Formel nennt man auch Tautologie, eine unerfiillbare Formel(menge)
auch widerspriichlich, eine erfiillbare Formel(menge) auch widerspruchsfrei.
e Aus F folgt G, notiert F' = G, gdw. fiir jede L-Interpretation M gilt:
wenn M = F dann M = G (jedes Modell von F' ist auch Modell von G).
F, G sind logisch dquivalent, notiert F' H G, gdw. F =G und G = F
(F und G haben die selben Modelle).

e Die Folgerungsbeziechung F' = G und die logische Aquivalenz F' = G sind genauso
definiert, wenn F' oder G oder sowohl F' als auch G eine Formelmenge ist. ]

Bemerkungen:

1. Das Symbol = ist stark iiberladen. Es wird fiir die Modellbeziehung und fiir die Fol-
gerungsbezichung verwendet und zwar sowohl fiir Formeln als auch fiir Mengen von
Formeln. Steht auf der linken Seite von |= eine Interpretation (Wahrheitsbelegung),
handelt es sich um die Modellbeziehung. Steht links eine Formel oder eine Formelmen-
ge, dann handelt es sich um die Folgerungsbeziehung.

2. Im Fall der Folgerungsbezichung zwischen einer Menge S und einer Formel G ist man
versucht, S |= G durch Fs = G zu ersetzen, wobei Fg die Konjunktion aller Elemente
von S ist. Da Formeln aber endliche Gebilde sind, ist dies nur dann zuléssig, wenn S
eine endliche Menge ist, was die Definition 3.3.4 aber keineswegs voraussetzt.

3. Um auszudriicken, dass M ein Modell von F ist, ist fiir die Aussagenlogik die Notation
M*(F) = w etwas gebréuchlicher, fiir die Pradikatenlogik die Notation M = F. Wir
benutzen ab sofort durchgéngig die Notation M |= F, auch fiir die Aussagenlogik. =

Satz 3.3.5. Sei L eine Sprache der Aussagenlogik, seien F, G L-Formeln.
1. Ist F allgemeingiiltig, so ist =F unerfiillbar.
2. Ist F unerfiillbar, so ist —=F allgemeingiiltig.
3. Ist F erfiillbar und falsifizierbar, so ist —=F' erfiillbar und falsifizierbar.
4. FEG gdw. -G [ -F
gdw. (F = G) allgemeingiiltig ist
gdw. (F' A —QG) unerfiillbar ist.
5. FHG gdw. -F H -G
gdw. (F < G) allgemeingiiltig ist
gdw. fiir jede L-Interpretation M gilt: M*(F) = M*(G)

Beweis: Anwendung der Definitionen. n
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Der Satz erklért, warum man sich fiir die Allgemeingiiltigkeit oder Unerfiillbarkeit inter-
essiert: Die Folgerungsbeziehung lasst sich darauf zuriickfithren. Die Zuriickfithrung auf die
Unerfiillbarkeit wird mit der Technik des Widerspruchsbeweises héufig ausgenutzt. In Ka-
pitel 4 werden wir Berechnungsverfahren — Beweismethoden genannt — kennenlernen, mit
denen man ermitteln kann, ob eine Formel allgemeingiiltig bzw. unerfiillbar ist.

Mit der letzten Aussage des Satzes zeigt man leicht, dass die logische Aquivalenz H eine
Aquivalenzrelation auf der Menge F. aller £-Formeln ist. Sie ist dariiberhinaus mit der
Struktur der Formeln vertriiglich im folgenden Sinn (eine Aquivalenzrelation, die diese Art
von Strukturvertréglichkeit besitzt, nennt man eine Kongruenzrelation).

Satz 3.3.6 (Ersetzungssatz). Seien F', Gi, G2 L-Formeln und Vi, ein Vorkommen von
G, als Teilformel in F'. Es bezeichne F'(G2/Vg,) die L-Formel, die aus F' entsteht, wenn das
Vorkommen Vi, von Gp in F' durch Gg ersetzt wird. Dann gilt:

wenn G H Gy dann F' H F(Gy/Vg,).

Beweis: Strukturelle Induktion. n

Bemerkung: Oft wird F(G2/G1) statt F/(Ga/Vi,) geschrieben. Diese Notation ist nicht
eindeutig, weil mehrere verschiedene Vorkommen von GG Teilformeln in F' sein konnen. =

Satz 3.3.7. Fiir alle L-Formeln F', G, H gilt:
1. Regeln der neutralen Elemente:

(LVF)H (FVLl) HF (TANF)H (FAT) H F
2. Kommutativitatsregeln:
(FVG) H (GVF) (FAG) H (GAF)

3. Distributivitatsregeln:
(FVG)ANH) H (FANH)V(GAH)) (FANG)VH) H (FVH)AN(GV H))

4. Komplementaritatsregeln:

(FVv-F) H T (FA-F) H L
5. Assoziativitétsregeln:

(FVG)VH) H (FV(GVH)) (FANGYNH) H (FA(GAH))
6. Idempotenzregeln:

(FVF) H F (FAF)H F
7. Absorptionsregeln:

(FV(FANG) H F (FAN(FVGQ) HF
8. Regel der doppelten Negation:

-—F H F
9. De Morgan’sche Regeln:

~(FVG) H (-FAN-G) ~(FAG) H (=FV-G)

10. Regeln zur Auflosung des Aquivalenzjunktors:
(F&G) H((RFVG)ANFV-G) H (FAG)V (-FA-Q))
“(F&G) H (FA-G)V(-FAG)) B (-FV-GQ))A(FVQG)

11. Regeln zur Auflgsung des Implikationsjunktors:
(F=G) H (-FVvG) ~(F=G) H (FA-G)
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12. Regeln der Implikation mit neutralen Elementen:
(F=1) H -F (T=F) HF

13. Kontrapositionsregel:
(F=G) H (-G= -F)

14. Exportregel:
(FANG)=H) H (F= (G=H))

Beweis: Anwendung der Definitionen. L]

Warum diese Beziehungen zwischen aussagenlogischen Formeln ,Regeln* genannt werden,
ergibt sich zum Teil aus Satz 3.3.5 und Satz 3.3.6. Man kann die Bezichungen dazu verwen-
den, eine Ausgangsformel in eine andere Formel umzuwandeln, die eine spezielle syntaktische
Gestalt hat, ohne dass sich dadurch der Wahrheitswert unter irgend einer Interpretation
dndert — die beiden Formeln werden véllig gleich interpretiert im Sinn der Einleitung zu
Abschnitt 3.3 (mehr zu diesem Thema in Kapitel 4).

Rein duBerlich haben die Regeln 1 bis 4 eine starke Ahnlichkeit zu den in Definition 3.2.1
geforderten Eigenschaften einer Boole’schen Algebra. Der wesentliche Unterschied ist, dass
in den obigen Regeln das Zeichen H steht, wo in Definition 3.2.1 ein Gleichheitszeichen steht.
Mit dieser Sichtweise entsprechen die Regeln 5 bis 9 Rechenregeln, die in jeder Boole’schen
Algebra gelten. Der néchste Satz zeigt, dass diese Sichtweise in der Tat gerechtfertigt ist.
Wir erinnern daran, dass die logische Aquivalenz | eine Aquivalenzrelation auf der Menge
Fr aller L-Formeln ist.

Satz 3.3.8. Sei L eine Sprache der Aussagenlogik. Fiir eine £-Formel F' bezeichne [F] die
Aquivalenzklasse von F beziiglich H, also die Menge {G € F. | F H G}. Sei F;/ Ly die
Menge aller Aquivalenzklassen von £-Formeln. Wir definieren drei Funktionen auf 7 / H:

[F] = [F]
[FING] = [(FAG)]
[FlulGl = [(FvG)

Dann ist (Fz/4,U,M) eine Boole’sche Algebra mit Nullelement [1] und Einselement [T]
und Komplementfunktion .

Beweis:  (skizziert)

Zunéchst miissen wir uns vergewissern, dass , I, Ll mit den obigen Definitionen wirklich
Funktionen sind. Die Linkstotalitéit ist offensichtlich, weil Aquivalenzklassen nie leer sind.
Fiir die Rechtseindeutigkeit ist zu zeigen, dass die auf den Klassen definierten Werte nicht
von den gewéhlten Représentanten abhéngen. Wir zeigen dies exemplarisch fiir M.

Sei also [F] = [F'] und [G] = [G'], das heifit, FF H F’ und G H G’. Durch zweimaliges
Anwenden des Ersetzungssatzes 3.3.6 auf (FAG) erhalten wir (FAG) H (F'AG) H (F'AG),
das heifit, [(F A G)] = [(F' A G')] und damit [F] M [G] = [F'] 1 [G'], was zu zeigen war.

Von den in Definition 3.2.1 geforderten Eigenschaften zeigen wir exemplarisch die Kom-
mutativitat von M.

[F]N[G] = [(FAG)] nach Definition
= [(GAF)] weil nach Satz 3.3.7 gilt (FAG) H (GAF)
= [G]M[F] nach Definition

Die iibrigen Teilbeweise folgen dem gleichen kanonischen Schema. ]
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Bemerkung: Das obige Argument (FAG) H (F' A G) macht wesentlich davon Gebrauch,
dass der Ersetzungssatz 3.3.6 die logische Aquivalenz sichert, sobald ein einziges Vorkommen
einer Teilformel durch eine dazu dquivalente ersetzt wird, aber nicht notwendigerweise alle
Vorkommen.

Ware der Ersetzungssatz so formuliert, dass alle Vorkommen ersetzt werden miissen und
kdme F in G vor, wire das obige Argument nicht begriindet. n

Das Nullelement [ L] dieser Boole’schen Algebra besteht aus allen unerfiillbaren £-Formeln,
das Einselement [T] aus allen allgemeingiiltigen.

Es reicht also, anhand der Wahrheitstafeln die Regeln 1 bis 4 in Satz 3.3.7 nachzuweisen,
weil diese fiir den Beweis von Satz 3.3.8 bendtigt werden. Die Regeln 5 bis 9 in Satz 3.3.7
ergeben sich dann ebenso wie alle anderen Rechenregeln fiir Boole’sche Algebren nach ei-
nem einheitlichen Argumentationsmuster, das hier am Beispiel der de Morgan’schen Regel
dargestellt ist:

Flulc] = [F] N [G]

FFVGE)] = [(=FA-G)

~(FVG) H (-FA-G)
Die erste Zeile gilt, weil (72 /y,U, M) nach Satz 3.3.8 eine Boole’sche Algebra ist. Die zweite
Zeile ergibt sich daraus durch Einsetzen der Definitionen von , M, L. Die dritte Zeile
entsteht aus der zweiten mit der Definition der Aquivalenzklassen.

Die Rechenregeln aus der ersten Zeile lassen sich also rein schematisch auf aussagenlogische

Formeln iibertragen, indem man = durch H ersetzt.

Wie oben erwihnt, erlaubt Satz 3.3.5, die Folgerungsbeziehung und die logische Aquivalenz
auf die Allgemeingiiltigkeit oder Unerfiillbarkeit zuriickzufiihren. Der folgende Satz ist ein
wichtiges Hilfsmittel fiir den Nachweis der Unerfiillbarkeit.

Satz 3.3.9 (Endlichkeits- oder Kompaktheitssatz [Aussagenlogik]). Sei S eine unendli-
che Menge von L-Formeln. Ist jede endliche Teilmenge von S erfiillbar, so ist S erfiillbar.

Beweis:  Wenn alle endlichen Teilmengen einer Menge S von L-Formeln erfiillbar sind,
sagen wir, dass S die Eigenschaft E besitzt.

Sei S eine unendliche Menge, die die Eigenschaft E besitzt. Wir zeigen nun, dass S erfiillbar
ist.

Da die Menge F; aller £-Formeln abzéhlbar ist, gibt es eine Surjektion N\{0} — Fz. Sei F},
jeweils das Bild von n € N\ {0}. Dann kommt jede £-Formel in der Folge Fy, Fy,..., F,...
vor. Wir definieren rekursiv:

So = S
o { SpU{F,+1} falls diese Menge die Eigenschaft E besitzt,

Sn+1 SpU{=F,11} sonst.

1. Fiir alle n > 0 besitzt S,, die Eigenschaft E.

Dies wird durch vollstdndige Induktion iiber n bewiesen.

Induktionsbasis n = 0: Nach Annahme {iber S besitzt So = S die Eigenschaft FE.
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Induktionsschritt n — n + 1: Sei angenommen, dass S, die Eigenschaft F besitzt. Wir
zeigen, dass es keine zwei endlichen Teilmengen 77 und 75 von S, gibt, so dass sowohl
T) U{F,41} als auch Th U {—F,, 11} unerfiillbar ist.

Seien also 77 C S, und 75 C S, endlich. Da T7UT5 endlich ist und S,, die Eigenschaft
besitzt, ist 17 UT5 erfiillbar. Sei M ein Modell von T7 UT5. Dieses Modell erfiillt sowohl
T als auch T und natiirlich eine der beiden Formeln Fj,;1 und —Fj, 1. Also erfiillt M
eine der beiden Mengen 77 U {F,,+1} und To U {—=F,41}.

Falls S, U {F,4+1} die Eigenschaft E besitzt, dann ist S,11 = S, U {F,+1} nach
Definition und besitzt also die Eigenschaft E. Wenn aber S,,U{F}, 1} die Eigenschaft £
nicht besitzt, folgt aus dem obigen, dass S,, U {—F),+1} sie besitzt und nach Definition
ist Sp+1 = Sp U{—F,4+1}. In allen Féllen besitzt S,,41 die Eigenschaft E.

2. 8= U Sy besitzt die Eigenschaft E
neN

Sei T eine endliche Teilmenge von S*. Da T endlich ist, gibt es ein ¢ € N so dass
T C S;. Da jedes S; die Eigenschaft E besitzt, ist T erfiillbar.

3. Offensichtlich S C S* und fiir jede £L-Formel F; ist entweder F; € S* oder = F; € S*.

4. Sei M die folgende Interpretation: fiir jedes Aussagensymbol A sei M(A) := w gdw.
A € S*. Dann gilt fir jede £-Formel F, dass M = F gdw. F' € S*. Beweis durch
strukturelle Induktion.

Basisfille: Nach Definition von M.

Induktionsfall zweistelliger Junktor A: Sei F' eine Formel der Gestalt (F} A Fy) und es
gelte M = Fy gdw. F} € S* und M | F gdw. Fy € S*.

Angenommen M | F, aber F' ¢ S*. Das heiit, M = F} und M = F, und F; € S*
und Fy € S* aber (Fy A Fy) ¢ S*. Wegen 3. ist dann =(F} A Fy) € S*. Also enthalt
S* die unerfiillbare endliche Teilmenge {F1, F», ~(F1 A F2)}, im Widerspruch zu 2.
Angenommen M [~ F, aber F' € S*. Dann gilt fiir wenigstens eine der Teilformeln
M W F;, also F; ¢ S*. Wegen 3. ist dann —F; € S*. Also enthélt S* die unerfiillbare
endliche Teilmenge {—Fy, (F1 A F»)} bzw. {—Fy, (F1 A F»)}, im Widerspruch zu 2.
Also gilt M | F gdw. F € S*.

Die iibrigen Induktionsfille werden in dhnlicher Weise bewiesen.

5. Da § C §*, erfiillt M auch die Menge S. n

Der Name ,Kompaktheitssatz* bezieht sich auf die Topologie: Wenn ein passender topo-
logischer Raum definiert wird, kann der Satz kurz und elegant unter Anwendung eines nach
Tychonov genannten Satzes bewiesen werden, mit dem die Kompaktheit eines Produktrau-
mes festgestellt wird.

Die Wichtigkeit des Endlichkeitssatzes ergibt sich aus seiner Kontraposition:

Folgesatz 3.3.10. FEine beliebige Menge von L-Formeln ist unerfiillbar genau dann wenn
sie eine endliche Teilmenge hat, die unerfiillbar ist. ]
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3.4 Exkurs: Natiirlichsprachliche Interpretationen der Junktoren

Mit den bisher vorgestellten Definitionen sind die Bedeutungen der Junktoren in der klassi-
schen Logik eindeutig festgelegt. Diese Bedeutung entspricht in vielen Féllen der natiirlich-
sprachlichen, aber gelegentlich weicht sie auch davon ab.

Beispiel 3.4.1 (Doppelte Negation).

,Das Thema ist nicht uninteressant.*
,I hob koan Alkohol net trunken!*

In der klassischen Logik hat ——F stets den selben Wahrheitswert wie F. Der obere Satz
bedeutet aber nicht ganz genau das selbe wie ,Das Thema ist interessant”. Hier wirkt die
doppelte Verneinung als Abschwichung. Im zweiten Satz dagegen wirkt die doppelte Vernei-
nung als Verstarkung gegeniiber ,I hob koan Alkohol trunken“ (jedenfalls im Bayrischen).
Abschwéchungen und Verstdrkungen wiirden mehr als zwei Wahrheitswerte erfordern. m

Beispiel 3.4.2 (Konjunktion).

,Er wurde krank und nahm Tabletten.*
,,Er nahm Tabletten und wurde krank.“

,Es regnet und ich arbeite, die Sonne scheint und ich faulenze.“

Die Konjunktion der klassischen Logik ist kommutativ, aber die oberen beiden Sétze bedeu-
ten nicht das selbe. Hier versteht man das Wort ,und“ im Sinne einer zeitlichen Reihenfolge
wsund anschliefend”, die eine Kausalitat suggeriert. Im unteren Satz werden die Konjunktio-
nen direkt als Kausalitat verstanden.

Die klassische Logik unterstiitzt weder die Beschreibung von zeitlichen Zusammenhéngen
noch von Kausalitét. L]

Beispiel 3.4.3 (Implikation).
,Wenn das Halteproblem nicht entscheidbar ist, hat der Mond keine Atmosphére.”

Beide Teilsédtze dieses Satzes sind wahr, also ist nach der Definition der Implikation in der
klassischen Logik der gesamte Satz wahr. In der Umgangssprache wiirde man ihn aber zu-
riickweisen, weil man einen vollig abwegigen kausalen Zusammenhang darunter versteht. m

Beispiel 3.4.4 (Exklusives Oder).

JEntweder du fahrst links, oder du fahrst rechts.”
,Entweder du bezahlst den Schaden, oder ich hole die Polizei.”

Mit ,entweder ...oder" wird normalerweise ein exklusives Oder bezeichnet. Im oberen Satz
ist dies wohl auch tatsdchlich gemeint, da die beiden Moglichkeiten einander ausschlieflen.
Im unteren Satz dagegen meint der Sprecher trotz des ,,FEntweder . .. oder* vermutlich nicht,
dass die beiden Méglichkeiten einander ausschliefen, sondern dass sie ganz im Gegenteil sogar
auf das Gleiche hinauslaufen. Hier klingt der unausgesprochene Zusatz mit, dass das Holen
der Polizei bewirkt, dass der Angesprochene dann auch bezahlt. n
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Wenn, wie in diesen Beispielen, die natiirlichsprachliche Interpretation anders ist als die
der klassischen Logik, welche Interpretation ist dann richtig? Weder die eine, noch die andere,
die Antwort héangt vom Kontext ab.

Die klassische Logik gibt eine prézise Definition fiir die gangigste Interpretation der Junk-
toren. Gleichzeitig bietet sie ein Instrumentarium, das als Grundlage fiir die Definition an-
derer Interpretationen dienen kann. Tatséchlich sind aus Bemiihungen, natiirlichsprachliche
Phiinomene zu modellieren und automatisch zu bearbeiten (z.B. fiir die Ubersetzung) neue
Logiken entstanden, die von der klassischen Logik abweichen, aber doch darauf aufbauen.

3.5 Interpretationen und Modelle von Formeln der PL1S

Die Semantik der PL1S wurde von Alfred Tarski (Warschau 1902 — Berkeley 1983) forma-
lisiert und wird héufig auch die , Tarski-Semantik genannt. Sie ist wesentlich komplizierter
als die Semantik fiir die Aussagenlogik. Zunéchst muss sie festlegen, fiir welche Objekte
die Konstanten und andere Terme stehen kénnen. Die Menge aller betrachteten Objekte
wird im sogenannten Universum zusammengefasst. Darauf aufbauend ist zu definieren, wie
der Wahrheitswert von atomaren Formeln zustande kommt. Ferner muss die Deutung der
Quantoren festgelegt werden. Das einzige, was einfach aus der Semantik der Aussagenlogik
iibernommen werden kann, ist die Deutung der Junktoren. Trotzdem ist die Semantik der
PL1S nur eine Erweiterung der Semantik fiir die Aussagenlogik.

Die folgenden beiden Séatze bilden die formale Grundlage fiir die erforderlichen Definitio-
nen, anlog zu Satz 3.3.2 fiir die aussagenlogischen Definitionen. Sie kdnnen dhnlich bewiesen
werden wie dieser.

Satz 3.5.1 (strukturelle Rekursion [Term, PL1S]). Sei £ eine Sprache der Pridikaten-
logik erster Stufe. Um eine Funktion ® : 7; — B von der Menge der £-Terme in einen
Wertebereich B eindeutig zu definieren, geniigen folgende Angaben fiir ®:

1. Basisfalle:

1.1 Der Wert von ® auf jeder Variablen wird explizit angegeben.
1.2 Der Wert von @ auf jeder Konstanten wird explizit angegeben.

2. Rekursionsfalle:

Der Wert von ® auf zusammengesetzten Termen der Gestalt f(t1,...,t,) wird fir
jedes n-stellige (n > 1) Funktionssymbol f in Abhéngigkeit von den Werten von ® auf
den Termen ¢; und ... und ¢, definiert. n

Satz 3.5.2 (strukturelle Rekursion [Formel, PL1S]). Sei £ eine Sprache der Prédikaten-
logik erster Stufe. Um eine Funktion ® : 7z — B von der Menge der £-Formeln in einen
Wertebereich B eindeutig zu definieren, geniigen folgende Angaben fiir ®:

1. Basisfalle:

1.1 Die Werte von ® auf T und | werden explizit angegeben.
1.2 Der Wert von ® auf jeder atomaren L£-Formel wird explizit angegeben.

2. Rekursionsfalle:

2.1 Der Wert von ® auf zusammengesetzten Formeln der Gestalt =F wird in Abhén-
gigkeit von dem Wert von ® auf der Teilformel F' definiert.
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2.2 Der Wert von ® auf zusammengesetzten Formeln der Gestalt (F' 0 G) wird fiir
jeden zweistelligen Junktor # in Abhéangigkeit von den Werten von ¢ auf den
Teilformeln F' und G definiert.

2.3 Der Wert von ® auf zusammengesetzten Formeln der Gestalt Qx F wird fiir jeden
Quantor ) in Abhéngigkeit von dem Wert von ¢ auf der Teilformel F' definiert. m

Eine Interpretation fiir eine Sprache £ der Pradikatenlogik erster Stufe muss in erster Linie
die Symbole der Signatur von £ interpretieren. Die Grundidee ist, dass sie den Funktionssym-
bolen Funktionen zuordnet und den Relationssymbolen Relationen. Zuséatzlich miissen aber
auch die Variablen beriicksichtigt werden. Dies geschieht durch eine sogenannte Umgebung.

n—mal

Relation vs. Pradikat. Das n-fache kartesische Produkt D x --- x D = D™ einer Menge D
ist die Menge aller n-Tupel (dy,...,d,) mit d; € D.

Eine n-stellige Relation tiber D ist eine Teilmenge R C D", also eine Menge von n-Tupeln.
Ein n-stelliges Pradikat tiber D ist eine n-stellige Funktion P : D™ — {f, w} mit Boole’schem
Ergebnis, also eine Funktion, die jedes n-Tupel auf einen Wahrheitswert, abbildet.

Zu jeder Relation R gibt es ein charakteristisches Pradikat, das die Tupel in R auf w
abbildet und die anderen Tupel auf f. Zu jedem Priadikat P gibt es eine charakteristische
Relation, die genau die Tupel enthélt, die von P auf w abgebildet werden. Jede Relation ist
die charakteristische Relation ihres charakteristischen Pradikats und umgekehrt.

Das gilt auch fiir n = 0, wobei D die Menge aller 0-stelligen Tupel iiber D ist: D® = { () }.
Diese Menge hat ein einziges Element (), das gar nicht von D abhéngt. Also hat sie genau
zwei Teilmengen, die leere Menge und sich selbst, die somit die einzigen 0-stelligen Relationen
iber D sind. Das charakteristische Pradikat der Relation () ist das O-stellige Pradikat mit
konstantem Wert f, das der Relation { () } das O-stellige Pradikat mit konstantem Wert w.

Da Relationen und Pradikate einander eineindeutig entsprechen, ist es Geschmackssache,
mit welchem von beiden man die Interpretationen formalisiert. Von dieser Entscheidung
héngt dann ab, welche der synonymen Bezeichnungen Relationssymbol und Prdidikatssymbol
flir die Signaturelemente bevorzugt wird. Der Name ,Pradikatenlogik” deutet darauf hin,
dass ihre Entwickler urspriinglich eine Formalisierung mit Prédikaten im Sinn gehabt haben
diirften. Es ist aber eher ein historischer Zufall, dass fiir diese Logik nicht die Bezeichnung
»Relationenlogik® eingefithrt wurde.

Die Definition 3.3.1 einer aussagenlogischen Interpretation M ist auf Pradikaten aufge-
baut. Sie ordnet jedem O-stelligen Relationssymbol p ein O-stelliges Pradikat M*(p) zu, also
einen Wahrheitswert. Man konnte die Definition auf Relationen umschreiben, indem man ei-
ne Notation p™ fiir die Relation einfiihrt, die M dem Relationssymbol p zuordnet, und dann
statt M*(p) = w iiberall schreibt () € pM. Diese Formalisierung wiirde fiir die Aussagenlogik
unnotig umstandlich wirken, entspricht aber genau der Formalisierung mit Pradikaten.

In diesem Abschnitt wird die Semantik der Préadikatenlogik erster Stufe auf Relationen
aufgebaut, wobei konsequenterweise auch O-stellige Relationssymbole mit 0-stelligen Rela-
tionen statt mit Wahrheitswerten interpretiert werden.

Definition 3.5.3 (Umgebung). Eine D-Umgebung (oder D-Variablenbelegung, kurz D-
Belegung) in eine nichtleere Menge D ist eine Funktion U, die jeder Variablen z einen Wert
U(z) € D zuordnet. u
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Definition 3.5.4 (Interpretation [PL1S]). Sei £ eine Sprache der Pridikatenlogik erster
Stufe. Eine L-Interpretation M ist ein Tripel (D, Ab,U) mit:

1. D ist eine nichtleere Menge, genannt das Universum von M (auch: Diskursuniversum,
Diskursbereich, Doméne).

2. Ab ist eine auf der Signatur von £ definierte Abbildung mit:

2.1 Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f von L ist Ab(f) : D™ — D eine n-stellige
Funktion. Fiir n = 0 ist Ab(f) € D.

2.2 Fiir jedes n-stellige Relationssymbol p von L ist Ab(p) C D" eine n-stellige Re-
lation. Fiir n = 0 ist Ab(p) = 0 oder Ab(p) ={() }.

3. U ist eine D-Umgebung.

Ist M = (D, Ab,U) eine L-Interpretation, so bezeichnet

Univ(M) = D das Universum von M
™M = Ab(f) die Funktion zum Funktionssymbol f
pM = Ab(p) die Relation zum Relationssymbol p "

Das Universum einer Interpretation darf nicht leer sein, damit U und Ab iberhaupt de-
finierbar sind. Auflerdem wiirde sonst der (uninteressante) Sonderfall auftreten, dass jede
Existenzaussage von vornherein falsch wiére.

Definition 3.5.5. Der Wert t* eines £-Terms t unter einer L-Interpretation M = (D, Ab,U)
ist rekursiv iiber den Aufbau von t definiert:

oM = Ulx) (Variable)
M = Ab(c) (Konstante)
f,.. o t)™M = Ab(f)Y,...tM) (zusammengesetzter Term) n

Diese Definition ist eine Anwendung des Definitionsprinzips der strukturellen Rekursion
flir Terme. Der Wert eines Terms unter einer Interpretation ist immer ein Objekt aus dem
Universum der Interpretation.

Notation 3.5.6. Ist D eine nichtleere Menge, U eine D-Umgebung, d € D und x eine
Variable, so bezeichnet U[d/x] die folgende D-Umgebung:

falls y # x

Uld/|(y) := { g(y) falls y = x

Ist M = (D,Ab,U) eine L-Interpretation und d € D, so bezeichnet M[d/z] die L-
Interpretation (D, Ab,U[d/z]) "

Die Umgebung Uld/z] stimmt also mit der Umgebung U iiberein, aufler dass sie der
Variablen = den Wert d zuordnet, der ein anderer sein kann als U(z). Die £-Interpretation
M[d/z] stimmt mit der L£-Interpretation M iiberein, aufler dass sie die Variable  mit dem
Wert d interpretiert.
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Definition 3.5.7 (Modellbeziehung [PL1S]). Sei £ eine Sprache der Pradikatenlogik ers-
ter Stufe. Fiir eine L-Interpretation M = (D, Ab,U) und eine £-Formel F ist die Modellbe-
ziehung M = F' rekursiv iiber den Aufbau von F' definiert:

MET gilt

ME L gilt nicht

MEDp gdw. () epM (p O-stellig)
M Ep(ts,...,t,) gdw. (M. tM) € pM (p n-stellig, n > 1)
M E -G gdw. M = G nicht gilt

M ): (Gl AN Gg) gdw. M li Gy und M ): Gy

M ): (Gl vV GQ) gdw. M }: G oder M ): Go

M= (Gr=Gy) gdw. wenn M = Gp,s0 M = Go

M E=(Gy & Gy)  gdw. entweder M = G; und M = Ga,
oder weder M = Gj noch M = Gj

MEVYz G gdw. furalled € D gilt M[d/z] = G
ME3xG gdw. es gibt ein d € D mit M[d/x] =G "

Eine £-Interpretation M ordnet jedem £-Term ¢ ein Element t™ ihres Universums zu. Fiir
eine Formel F ist die Notation F™ nicht erklirt, aber in einer Formalisierung mit Pradikaten
wiirde man sie fiir den (hier nicht eingefiihrten) Wahrheitswert der Formel F' verwenden und
FM = anstelle von M |= F schreiben. Im Prinzip kann man eine £-Interpretation also
als Funktion auf £-Termen und auf £-Formeln ansehen. Die Definitionsprinzipien der struk-
turellen Rekursion fiir Terme und Formeln der PL1S stellen sicher, dass die Funktionswerte
stets eindeutig bestimmt sind.

Definition 3.5.8 (semantische Begriffe [PL1S]). Sei £ eine Sprache der Pradikatenlogik
erster Stufe. M bezeichne eine L-Interpretation, F' und G bezeichne L-Formeln, S bezeichne
eine Menge von L-Formeln.

o M erfillt F (oder M ist ein Modell von F') gdw. M = F.
Andernfalls: M falsifiziert F', notiert M [~ F.

M erfillt S (oder M ist Modell von S), notiert M = S, gdw. M |= F fur jedes F € S.
Andernfalls: M falsifiziert S, notiert M [~ S.

e Eine £-Formel (oder Menge von £-Formeln) heifit

allgemeingiiltig gdw. sie von jeder L-Interpretation erfiillt wird

erfillbar gdw. sie von einer L-Interpretation erfiillt wird
falsifizierbar ~ gdw. sie von einer L-Interpretation falsifiziert wird
unerfillbar gdw. sie von jeder L-Interpretation falsifiziert wird

Eine allgemeingiiltige Formel nennt man auch Tautologie, eine unerfiillbare Formel(menge)
auch widerspriichlich, eine erfiillbare Formel(menge) auch widerspruchsfrei.

e Aus F folgt G, notiert F' = G, gdw. fiir jede L-Interpretation M gilt:
wenn M = F dann M = G (jedes Modell von F' ist auch Modell von G).

F, G sind logisch dquivalent, notiert F' H G, gdw. F' = G und G = F
(F und G haben die selben Modelle).

e Die Folgerungsbeziechung F' = G und die logische Aquivalenz F' H G sind genauso
definiert, wenn F' oder G oder sowohl F' als auch G eine Formelmenge ist. "
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Die Definition dieser semantischen Begriffe ist genau gleich wie fiir die Aussagenlogik (Defi-
nition 3.3.4). Die Bemerkungen, dass das Zeichen = iiberladen ist und dass eine Menge S
nur im endlichen Fall durch die Konjunktion ihrer Elemente ersetzt werden kann, gelten hier
ganz genau so. Ferner gilt wie fiir die Aussagenlogik der Satz:

Satz 3.5.9. Sei £ eine Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe, seien F' und G £-Formeln.
1. Ist F allgemeingiiltig, so ist =F unerfiillbar.

2. Ist F unerfiillbar, so ist = F allgemeingiiltig.
3. Ist F erfiillbar und falsifizierbar, so ist —=F' erfiillbar und falsifizierbar.
4

 FEG gdw. -G E-F
gdw. (F = G) allgemeingiiltig ist
gdw. (F' A —GQG) unerfiillbar ist.

5. FHG gdw. -F H -G
gdw. (F < G) allgemeingiiltig ist
gdw. fiir jede L-Interpretation M gilt: M = F gdw. M = G. "

Die folgenden Sétze haben dagegen keine Entsprechung in der Aussagenlogik, da sie sich
auf die Struktur von Termen beziehen.

Satz 3.5.10 (Koinzidenzsatz). Seien M; = (D, Ab,U;) und My = (D, Ab,Us) L-Interpre-
tationen mit dem selben Universum D und der selben Funktion Ab.
Sei t ein L-Term und F' eine L£-Formel

1. Gilt Uy(x) = Us(x) fiir alle z € var(t) so ist tM = M2,
2. Gilt Uy(z) = Us(x) fir alle x € fvar(F) so gilt M = F gdw. My = F.

Beweis:  Strukturelle Induktion iiber den Term- bzw. Formelaufbau.
1. Basisfall Variable x: nach Voraussetzg £ = Uy (z) = Uy(z) = M2,
Basisfall Konstante ¢: nach Definition ¢™t = Ab(c) = M2,

Induktionsfall f(ti,...,t,): Es gelte tjlvh = ti\b, ot = ¢M2 - dann gilt

flt, .. t)M = Ab(f)(tiwl, o M nach Definition
= Ab(f)(tM2, . M) nach Indukt.annahme
= f(ty,... tp)"2 nach Definition
2. Ahnlich wie 1. .

Geschlossene Formeln enthalten nach Definition keine freien Variablen. Dafiir bedeutet
der Koinzidenzsatz: Ist eine L-Interpretation M = (D, Ab,U) ein Modell einer geschlossenen
Formel F, so ist fiir jede beliebige D-Umgebung U’ die L-Interpretation M = (D, Ab,U’)
ebenfalls ein Modell von F'.

Die Umgebung dient also nur dazu, nichtgeschlossene Formeln zu interpretieren, wie etwa
die nichtgeschlossene Teilformel G von Vz G und 3z G in Definition 3.5.7. Fiir geschlossene
Formeln ist die Umgebung irrelevant.
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Variablenersetzungen und gebundene Variablenumbenennung. Es ist hdufig erforderlich,
einen Term s fiir eine Variable x in einem anderen Term ¢ oder in einer Formel F' einzusetzen.

In einen Term t einzusetzen, ist unproblematisch: alle Vorkommen der Variablen x im
Term t werden durch den Term s ersetzt. Fiir Formeln sind dagegen einige Besonderheiten
zu beachten, die am besten an Beispielen illustriert werden.

F s | s eingesetzt fiir z in F
1. | Gylp(z) A—p(f(y)] AV q(z)) | f(a) (gy[p(f (a)) A =p(f(y)] AV g(x))
2 | ;(—y +y) # 0 ist aber falsch
;(x-i—y) # 0 fiir jedes z € Z _y dgnn (-1+1)+(-2+2)=0
y | demn (w+1)+ (v +2) =20 +3 y;(—y + /) # 0 fiir jedes y € Z
denn (—y+1)+(-y+2) = —2y+3
% | 3ulp(e) A (7)) 1) |l ST

Beispiel 1 zeigt, dass nur die freien Vorkommen von z durch s ersetzt werden. Es wiére
nicht sinnvoll, das durch den Allquantor gebundene Vorkommen von x zu ersetzen.

Beispiel 2 ist kein Beispiel der Pradikatenlogik, aber es zeigt ein Phénomen, das im Zu-
sammenhang mit gebundenen Variablen immer auftreten kann. In dem Summenausdruck ist
die Laufariable y durch das Summenzeichen gebunden. Ersetzt man das freie x im Summen-
ausdruck durch einen Term, der selbst ein Vorkommen von g enthélt, wird dieses durch das
Summenzeichen ,eingefangen. Dadurch kann die vorher richtige Ungleichung falsch werden.

Statt der naiven Ersetzung nach 2 kann man aber ausnutzen, dass die Summe nicht davon
abhéngt, wie ihre Laufvariable heiit. Wenn man diese vor der Ersetzung zunéchst in 3’
umbenennt, wird der Wert der Summe nicht beeinflusst, aber der Konflikt mit den Variablen
von s beseitigt. Die Ersetzung nach 2’ ergibt das richtige Ergebnis.

Beispiel 3 zeigt das Phanomen des ,Einfangens in der Pradikatenlogik. Die Formel F' ist
erfiillbar. Wird das freie x wie in Variante 3 durch f(y) ersetzt, entsteht eine unerfiillbare
Formel. Die Ersetzung nach 3’ vermeidet das Problem durch vorherige Umbenennung der
gebundenen Variablen.

Fiir die Bedingung, dass keine Variablen ,eingefangen” werden, ist folgende Bezeichnung
iiblich:

Definition 3.5.11. Sei s ein £-Term, F eine L£-Formel und z eine Variable. Der Term s
heifit frei fiir x in F, wenn kein freies Vorkommen von x in F' im Bereich eines Quantors fiir
eine Variable steht, die in s vorkommt (vergleiche Definition 2.3.6). "

Zur Vereinfachung werden wir von jetzt an Formeln identifizieren, die sich nur durch Um-
benennung von gebundenen Variablen unterscheiden. Semantisch ist das gerechtfertigt, weil
in Definition 3.5.7 die Modellbeziehung nicht davon abhingt, wie die gebundenen Variablen
heiflen. Der Nutzen ist, dass wir immer erreichen konnen, dass ein gegebener Term frei fiir
eine Variable in einer Formel ist, indem wir stillschweigend zu einer Variante der Formel
iibergehen, in der die gebundenen Variablen geeignet umbenannt sind.
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Definition 3.5.12 (elementare Substitution). Seien s und ¢ £-Terme, F eine £-Formel,
eine Variable. Dann heifit [s/z] eine elementare Substitution. Sie wird wie folgt angewandt:
o t[s/x] ist der Term, der entsteht, wenn man alle Vorkommen von z in ¢ durch s ersetzt.

e F[s/z] ist die Formel, die entsteht, wenn man alle freien Vorkommen von x in F' durch
s ersetzt, wobei 0.B.d.A. s frei fir x in I ist. n

Bemerkung: Im Ersetzungssatz 3.3.6 wurde die Notation F(G2/Vg,) fir die Ersetzung
eines Vorkommens der Formel G7 in F' durch Go benutzt. Im Gegensatz dazu bezeichnet
F[s/x] die Ersetzung aller freien Vorkommen der Variablen z in F' durch s. Die unterschied-
lichen Notationen (...) und [...] sollen diesen Unterschied hervorheben. "

Die Notation F'[s/x] erinnert an M[d/x] (Notation 3.5.6 fiir Interpretationen und Umge-
bungen). Aber s ist ein Term, also etwas syntaktisches, und d ein Objekt des Universums
von M, also etwas semantisches. Der folgende Satz stellt den Zusammenhang her.

Satz 3.5.13 (Substitutionssatz). Sei M = (D, Ab,U) eine L-Interpretation, seien s und ¢
L-Terme, F' eine L£-Formel, z eine Variable.

1. t[s/a]M = tMls" /]

2. M = F[s/z] gdw. M[sM /2] = F 0.B.d.A. s frei fir z in F

Beweis: Strukturelle Induktion iiber den Term- bzw. Formelaufbau. n

Der Substitutionssatz erlaubt eine Art Ubersetzung zwischen Syntax und Semantik: der
syntaktische Term s entspricht semantisch einem Objekt s™ des Universums. Es ist egal,
ob man einer Variablen dieses Objekt semantisch iiber die Umgebung zuordnet (mittels
M[sM /z]) oder die Variable syntaktisch durch den Term ersetzt (mittels t[s/x] bzw. F[s/z]).

Satz 3.5.14. Sei L eine Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe.
1. Der Ersetzungssatz 3.3.6 gilt auch fiir £-Formeln.

2. Die Regeln von Satz 3.3.7 gelten auch fiir £-Formeln.

3. Regeln der iiberfliissigen Quantoren: falls = ¢ fvar(F), gilt
VeF H F  und dJzF H F.

4. Variablenumbenennungsregeln: falls 2’ frei fiir x in F ist, gilt
VeF H V2/'Fl2'/x] und  JaF H 32'F[2'/z].

5. Quantorvertauschungsregeln:
VaVyF H VyVzF und JedyF H JydzF.

Achtung: im allgemeinen aber Va3yF 4 JyVzF

6. Regeln der negierten Quantoren:
—VzF H Jz—-F und —3JzF H Va-F.

7. Quantor/Junktor-Vertraglichkeitsregeln:
Ve(FAG) H (VzF) A (V2G)) und  Fz(FVG) H ((F2F) V (32G))

8. Variablenverschmelzungsregeln:
VaVyF = YaFlz/y] und 3z3yF = JzF[z/y]

Achtung: im allgemeinen gilt H hier nicht. "
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Ganz analog wie fiir die Aussagenlogik gilt auch fiir die Pradikatenlogik erster Stufe ein
Endlichkeits- /Kompaktheitssatz.

Satz 3.5.15 (Endlichkeits- oder Kompaktheitssatz [PL1S]). Sei S eine unendliche Men-
ge von geschlossenen Formeln einer Sprache £ der Pradikatenlogik erster Stufe. Ist jede
endliche Teilmenge von S erfiillbar, so ist S erfiillbar. L]

Sein Beweis bendtigt aber Hilfsmittel, die an dieser Stelle noch nicht zur Verfiigung stehen.
Er wird erst in Kapitel 4 (Abschnitt 4.9) behandelt.

3.6 Gleichheit

Wir haben in Kapitel 2 ein spezielles zweistelliges Gleichheitsrelationssymbol = eingefiihrt.
Wie kann man aber erreichen, dass dieses Relationssymbol gerade mit der Gleichheitsrelation
und nicht mit einer anderen zweistelligen Relation auf dem Universum interpretiert wird?

Die Eigenschaften eines Relationssymbols werden normalerweise dadurch festgelegt, dass
man sie mittels Formeln axiomatisiert. Die Interpretationen, die Modelle dieser Axiome
sind, ordnen dem Relationssymbol dann eine Relation mit den axiomatisierten Eigenschaften
zu. Im Falle der Gleichheit ist diese Vorgehensweise aber aus verschiedenen Griinden nicht
zufriedenstellend:

1. Man kann mit Formeln der PL1S nicht ausschlieflen, dass Modelle dieser Formeln zwei
verschiedene Elemente des Universums als ,gleich” interpretieren.

2. Der Begriff Gleichheit ist in sehr vielen Anwendungen der PL1S zu finden. Die Gleich-
heit hat also eine besondere Stellung, die eine besondere Behandlung rechtfertigt.

Der folgende Satz liefert die Begriindung fiir die erste Behauptung:

Satz 3.6.1 (Modellerweiterungssatz). Sei £ eine Sprache der Préadikatenlogik erster Stufe.
Sei M = (D, Ab,U) eine L-Interpretation, sei d’ ¢ D und D' = DU {d'}.

Dann gibt es eine L-Interpretation M’ mit Universum D', so dass fiir jede £L-Formel F gilt:
M= F gdw. M’ = F.

Beweis: Sei d € D beliebig, aber fest gewiihlt. Wir konstruieren Ab’" aus Ab, so dass es
das neue Element d’' als ,junscheinbaren Zwilling“ von d behandelt: ,Zwilling”, weil d’ als
Argument von Funktionen und Relationen genauso wirkt als stiinde d an seiner Stelle; ,,un-
scheinbar®, weil die den Funktionssymbolen zugeordneten Funktionen die gleichen Ergebnisse
liefern wie mit Ab, also nie d’. Zur Vereinfachung der Notation dient eine Funktion 7, die d’
auf seinen ,,Zwilling* d abbildet und alle anderen Elemente auf sich selbst. Seien also:

d fallsa=d
T D' =D @) = { a fallsa #d
Ab'(p) C D'° Ab'(p) = Ab(p) fiir jedes O-stellige Relationssymbol p
AV (p) C D'" AV (p) = {(d,...,dn) €D'" | (7(da),...,m(dn)) € Ab(p)}
fiir jedes n-stellige (n > 1) Relationssymbol p
Ab'(c) e D’ Ab'(c) = Ab(c) fiir jedes O-stellige Funktionssymbol ¢

AV (f): D' — D' AV (f)(dy, ... dyn) = Ab(f)(7(dr),...,m(dy))
fiir jedes n-stellige (n > 1) Funktionssymbol f
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Damit gilt:

1. Fiir jede D’-Umgebung U’ ist w o U’ eine D-Umgebung
. d falls U'(z) = d’

! !
it (50 U)(e) =70 @) = { Fe) sk ) 2 o

2. Fiir jede Konstante c ist 7T(Ab (c)) = Ab(c). Fir jedes n-stellige Funktionssymbol f
ist w(AY'(f)(dv, ... dn) ) = Ab(f)(7(dr), ..., 7(dn))

Das gilt weil Ab(c) € D und Ab(f)(...) € D ist, also # d'.

3. Fiir jeden £-Term t und jede D’-Umgebung U’ ist m(¢(P"A0"U")) = ¢(D,Ab, moU")
Durch strukturelle Induktion.
Basisfall Variable z: m(z(P"AVU)Y = 7(U'(z)) = (7 0 U')(z) = 2(DAbmoU")

Basisfall Konstante ¢: m(c(P40U)) = 7(Ab' (c)) 2 Ab(c) = (D AbmoU")

Induktionsfall f(t1,...,tn): Es gelte W(tED,’AbI’U,)) = tED’Ab’mU,), dann gilt
T(f(tr, ... ty) AU
= 7 Ab/(f)(t(lD/’Ab,’U/), . ,tgzD, AV, U,)) ) nach Definition
Ab() (@A @ P Y)Y) nach 2.
= Ab(f)( t(D Ab, mol” ), ;D A, mol") ) nach Indukt.annahme
= f(t1,... t,) A oU") nach Definition

4. Fir alle a € D’ gilt wo (U'[a/z]) = (r o U')[rw(a)/x]

Durch ausrechnen fiir Variable z und Variable y # x:
(mo (U'la/z]))(x) = n(U'[a/z)(z)) = 7(a) = (w o U")[w(a)/](x)
(mo (U'la/z]))(y) = 7(U'[a/z](y)) = =(U'(y)) = (w0 U")(y) = (7 o U')[m(a)/z](y)

5. Fiir jede £-Formel F und jede D’-Umgebung U’ gilt
(D', AV, U') = F gdw. (D,Ab,moU") = F
Durch strukturelle Induktion.
Basisfall T oder L: ergibt sich unmittelbar aus der Definition von |=.
Basisfall nullstelliges Relationssymbol p: gilt wegen der Definition Ab'(p) = Ab(p).

Basisfall atomare Formel p(tq, ..., t,):
(D', AV, U") = p(ts, - tn)
gdw. (th/’Ab/’ R At U)) € Ab'(p) nach Definition =
gdw. (ﬂ(t(lD/’Ab, v )), N ¢ o ’Ab,’U,))) € Ab(p) nach Definition Ab’
gdw. (th’Ab’mUl), cey (D, Ab, mol") ) € Ab(p) nach 3.
gdw. (D, Ab, moU’) = p(t1,...,tn) nach Definition

Induktionsfall Junktor: Anwendung der Definition von = auf die Induktionsannahme.
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Induktionsfall Yz G: Fiir alle U’ gelte (D', Ab',U’) = G gdw. (D,Ab, 7 oU’) E G,
dann gilt
(D, AV, U') =Yz G

gdw. fiir alle a € D’ gilt (D', AV, U'[a/x]) E G nach Definition &=

o~ o~

gdw. fiir alle a € D/ gilt (D, Ab, o (U'[a/z])) E G nach Indukt.annahme
gdw. fiir alle a € D' gilt (D, Ab, (moU")[r(a)/x]) E G nach 4.

gdw. fiir alle b € D gilt (D, Ab, (roU’)[b/z]) E G 7 surjektiv, w(d') € D
gdw. (D,Ab,moU’") EVa G nach Definition

Induktionsfall 3x G: wie im Fall Vax G, mit ,es gibt“ statt ,fiir alle”.

6. Fiir die gegebene L-Interpretation M = (D, Ab,U) sei M' = (D', Ab',U). Die D-
Umgebung U ist auch eine D’-Umgebung, weil D C D’ ist. Da sie das Element d’ nicht
enthélt, ist obendrein m o U = U. Damit gilt fiir jede £-Formel F"

5.
M F gdw. (D,AbU) = F gdw. (D,Ab,moU) E F gdw. (D',AV.U) = F
gdw. M' = F .

Die Bedeutung des Modellerweiterungssatzes liegt zunédchst darin, dass er eine eindeutige
Axiomatisierung der Gleichheitsrelation durch eine Menge von £-Formeln ausschliefit.

Angenommen, es géibe eine solche Menge, die erzwingt, dass ihre Modelle das Relations-
symbol = mit der Gleichheitsrelation auf dem Universum interpretieren. Dann fligen wir die
Formel VaVy x = y hinzu. Wenn = wirklich mit der Gleichheitsrelation interpretiert wiir-
de, miisste jedes Modell der erweiterten Formelmenge ein einelementiges Universum haben.
Nach dem Modellerweiterungssatz gilt aber: wenn es ein Modell mit einem einelementigen
Universum gibt, dann gibt es auch ein Modell mit einem zweielementigen (und folglich auch
mit noch groBerem) Universum, dessen Elemente alle zueinander in der Relation stehen, mit
der = interpretiert wird. Also gibt es keine Formelmenge, die erzwingt, dass ihre Modelle
das Gleichheitsrelationssymbol = nur mit der Gleichheitsrelation interpretieren konnen.

Eine weitere Folge des Modellerweiterungssatzes ist, dass keine Formelmenge erzwingen
kann, dass die Universen ihrer Modelle eine Hochstzahl von Elementen haben. Man kann also
flir keine natiirliche Zahl n ausdriicken, dass es ,héchstens n“ Objekte geben soll. Dagegen
ist es bemerkenswerterweise moglich, mit £-Formeln zu erzwingen, dass es ,mindestens n‘
Objekte gibt. Ebenso ist ausdriickbar, dass es unendlich viele Objekte geben soll.

Mit der im folgenden vorgestellten in die Logik ,eingebauten” Gleichheitsrelation lisst sich
immerhin erreichen, dass fiir jede vorgegebene natiirliche Zahl n ,héchstens n* ausdriickbar
wird. Allerdings ermdglicht auch die PL1S mit eingebauter Gleichheit nicht, ,héchstens end-
lich viele* auszudriicken, ohne eine konkrete Zahl als Obergrenze vorzugeben (wir werden in
Abschnitt 4.9 auf dieses Thema zuriickkommen). Diese Nichtausdriickbarkeit einer Obergren-
ze setzt sich {ibrigens im Unendlichen fort. Nach dem sogenannten ,aufsteigenden Satz von
Lowenheim und Skolem* gilt fiir jede Formelmenge der PL1S mit eingebauter Gleichheit, die
ein Modell mit unendlichem Universum hat: fiir jede beliebige Menge hat die Formelmenge
auch ein Modell, dessen Universum mindestens so grof3 ist wie diese Menge.

Doch nun zur angekiindigten eingebauten Gleichheitsrelation.

Definition 3.6.2 (normale Interpretation). Eine L-Interpretation M = (D, Ab,U) heifit
normal, wenn Ab(=) die Gleichheitsrelation auf D ist. Ist eine normale Interpretation M ein
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Modell einer Formel F, schreibt man M =_ F'. Die Folgerungsbeziehung beziiglich normaler
Modelle wird ebenfalls |=— notiert. "

Damit ist die Semantik von Sprachen der PL1S mit Gleichheit festgelegt. Zwar ist die
Gleichheitsrelation durch Formeln der PL1S nicht eindeutig axiomatisierbar, doch bleibt
noch zu untersuchen, wie weit man mit einer solchen Axiomatisierung genau kommt.

Definition 3.6.3 (Gleichheitsaxiome). Das Gleichheitsaxiomensystem fiir eine Sprache £

der PL1S ist
GASp := {Refl} U {Subs | f n-stelliges Funktionssymbol in £,n > 1}

U {Sub, | p n-stelliges Relationssymbol in £,n > 1}
Reflexivitatsaxiom:
Refl =V ax=x
Vertriglichkeitsaxiom fiir ein n-stelliges (n > 1) Funktionssymbol:
Subp = Vay.. Ve,V .. Vo, (z1=2] A ... Azp=x],) = f(z1,...,z0)=f(2], ..., 2},))
Vertréglichkeitsaxiom fiir ein n-stelliges (n > 1) Relationssymbol:
Sub, = V... Vo, Vo). Vo, (z1=2) Ao Azp=a)) = (p(z1,...,2,) = p(a],...,x))))

Bemerkungen:
1. Die Vertraglichkeitsaxiome driicken das Leibniz’sche Prinzip ,jidentitas indiscernibili-
um“, also der Identitdt der ununterscheidbaren Dinge aus: das Gleiche darf durch das
Gleiche in einer Aussage ersetzt werden, ohne die Giltigkeit der Aussage zu verédndern.

2. In der Regel ist GAS, unendlich. (Warum?) "

Mit GAS, wird das Prinzip ,identitas indiscernibilium® fiir die einfachsten Terme und
Formeln sichergestellt. Der folgende Satz zeigt, dass es auch fiir komplexere Terme und
Formeln, also fiir die PL1S allgemein, gilt.

Satz 3.6.4.
1. Seit ein £L-Term und var(t) = {x1,...,2,}. Selen 2, ...,z mit 1 < m < n paarweise
verschiedene Variablen mit {z1, ...,z 0{a), ... 2}, } = 0. Seit’ = t[z} /z1] ... [x],/xm].
Dann gilt:

{Refl} U{Subs | f n-stelliges Funktionssymbol in £,n > 1}
Vay.. Ve,V .. V2! (z1=z\ A .. Azp=x, =>t=1t
1 m 1 m

2. Sei F eine L-Formel, fvar(F)={x1,...,z,}. Seien 2},..., 2}, mit 1 < m < n paarweise
verschiedene Variablen mit {z1,...,z,}N{z],...,2;,} = 0 und 2] frei fiir z; in F. Sei
F' = Flx}/x]...|2z),/2m]. Dann gilt:

GAS; = V.. Y,V .. Vel (1=2) N ... A zp=1], = (F = F'))
Beweis: Strukturelle Induktion iiber den Aufbau von Termen und Formeln. n

Die Gleichheitsaxiome werden héufig so formuliert, dass auch ein Symmetrieaxiom und ein
Transitivitatsaxiom enthalten sind. Diese folgen aus den Gleichheitsaxiomen in der obigen
Formulierung.
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Satz 3.6.5.
1. GAS; = Sym  wobei  Sym = VaVy (z=y = y=zx)
2. GASg = Trans wobei  Trans := VaVyVz (z=y A\ y=z = r==2)

Beweis:

1. GAS,
E VaVyVa'Vy (x=2' Ay=y = (z=y = 2/=y’)) das ist Sub_
E YV (V=2 ANy'=y = (V=Y = 2'=yY) Verschmelzung von z, v,y zu y
H Vy'Ve' (vV=y Ny'=y Ny'=a' = 2'=y) Satz 3.5.14, 3.3.7
H VaVy (z=z A z=x A z=y = y=x) Umbenennung

Mit GASe = Refl gilt damit auch GAS; = VaVy (z=y = y=x).

/

2. Wir wenden Satz 3.6.4 (2) auf F' = y=z an und erhalten

GAS,
E VyVaVY (y=y = (y=2 = y'=2))
E VyVaVy (YV=y A y=z = y'=2) da GAS; = Sym
H VyVaVr (z=y ANy=z = x=2) Umbenennung "

Man beachte, dass sowohl Satz 3.6.4 als auch Satz 3.6.5 keine Aussagen iiber normale
Modelle von GAS, sind, sondern iiber beliebige Modelle von GAS,, also auch nichtnormale.
Auch die Folgerungsbeziehung ist jeweils = und nicht =—. Den Zusammenhang zwischen
beliebigen Modellen von GAS; und normalen Interpretationen stellt der folgende Satz her.

Satz 3.6.6.
1. Jede normale Interpretation ist ein Modell von GAS,.
2. Zu jedem Modell M von GAS, gibt es ein normales Modell M’ von GAS., so dass fiir
jede L-Formel F gilt M = F gdw. M' =_ F.

3. Fiir jede Formelmenge S und jede Formel F' gilt
SUGAS, = F gdw. S == F.

Beweis:  (skizziert)

1. Im wesentlichen durch Ausrechnen. Die Gleichheitsrelation besitzt die von GAS, ver-
langten Eigenschaften.

2. Sei M = (D, Ab,U) das Modell von GAS. Wir schreiben ~ fiir die zweistellige Rela-
tion Ab(=) auf dem Universum D.

Da M die Formeln in GAS, erfiillt, kann man leicht nachweisen, dass ~ eine Aquiva-
lenzrelation ist. Obendrein besitzt sie folgende Strukturvertriglichkeitseigenschaften,
ist also eine Kongruenzrelation:

e Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f:
wenn dj ~ eq,...,dy ~ ey, dann Ab(f)(dy,...,dy) ~ Ab(f)(e1,...,en).
e Fiir jedes n-stellige Relationssymbol p:
wenn dy ~ ey, ...,d, ~ ey, dann (di,...,d,) € Ab(p) gdw. (e1,...,e,) € Ab(p).
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Fiir d € D bezeichne [d] die Aquivalenzklasse beziiglich ~, also d ~ e gdw. [d] = [e].
Wir definieren:

D’ ={[d] | d € D}
Ab'(c) = [Ab(c)] 0-stelliges Funktionssymbol ¢
AV (F)([dd], ..., [dn]) :== [Ab(f)(d1,...,d,)] mn-stelliges (n > 1) Funktionssymbol f
Ab' (p) := Ab(p) O-stelliges Relationssymbol p
Ab'(p) =A{di], - dn]) [ (das - dn) € Ab(p)}

n-stelliges (n > 1) Relationssymbol p
U'(x) = [U(x)]
M = (D, AV, )

Dass Ab" wohldefiniert ist, ergibt sich unmittelbar aus den obigen Kongruenzeigen-
schaften von ~. Durch strukturelle Induktion zeigt man nun, dass fiir jede Formel F’
gilt M = F gdw. M' = F, also, weil M’ normal ist, M = F gdw. M’ =— F

3. ,—" Wir nehmen an, es gilt S U GASe = F. Sei M’ ein normales Modell von S.
Nach 1. ist M’ auch ein Modell von GAS;. Nach Annahme gilt dann auch M’ |=_ F.

" Wir nehmen an, es gilt S == F'. Sei M ein Modell von S U GAS;. Nach 2. gibt
es ein normales Modell M’ von SU GAS,, das die selben Formeln erfiillt wie M. Nach
Annahme gilt M’ = F. Also gilt auch M | F. u

Dieses Ergebnis mildert die Bemerkungen im Anschluss an den Modellerweiterungssatz
wieder ab. Zwar kann man mit GAS, oder mit einer anderen Formelmenge nicht verhin-
dern, dass das Gleichheitsrelationssymbol mit einer grofleren Relation als der Gleichheit
interpretiert wird. Aber in diesen gréfleren Modellen gilt auch nicht mehr und nicht weniger
als in dem entsprechenden normalen Modell, und die Folgerungsbeziehung veréndert sich
dadurch auch nicht.

3.7 Exkurs: Natiirlichsprachliche Interpretationen der Quantoren

In der natiirlichen Sprache werden die Quantoren manchmal, aber nicht immer, anders in-
terpretiert als in der (klassischen) Logik.
Wenn ein Priifer sagt:
,Alle Studenten, die die Priifung abgelegt haben, haben bestanden.*
erwartet man, dass mindestens ein Student die Priifung abgelegt hat. In der klassischen
Logik ist der Satz aber auch wahr, wenn gar kein Student zur Priifung erschienen ist.
Wenn der Priifer mitteilt:
,Einige Studenten haben die Priifung bestanden.*
versteht man implizit, dass einige Ungliickliche dabei waren, die nicht bestanden haben.
Diese Konsequenz folgt aber nicht mit der klassisch-logischen Interpretation der Quantoren.
Andererseits kann die Negation der Aussage
,Alle Studenten haben die Priifung bestanden.“
weder natiirlichsprachlich noch klassisch-logisch heiflen:
,Kein Student hat die Priifung bestanden.*
sondern nur:
»Einige Studenten haben die Priifung nicht bestanden.”
Hier stimmt also die natiirlichsprachliche Interpretation mit der klassisch-logischen iiberein.
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3.8 Herbrand-Interpretationen und Skolemisierung

Die Folgerungsbezichung und andere semantische Begriffe sind mit den bisherigen Defini-
tionen zwar formal prézise charakterisiert, aber auf eine Art, die keine Grundlage fiir eine
algorithmische Behandlung bietet. Betrachten wir zum Beispiel die Frage, ob zwischen zwei
L-Formeln F' und G die Folgerungsbeziehung besteht. Nach Definition besteht sie genau
dann, wenn jede Interpretation, die F' erfiillt, auch G erfiillt. Eine Interpretation wiederum
basiert auf einer beliebigen nichtleeren Menge als Universum. Es gibt also mindestens so
viele Interpretationen wie es Mengen gibt, und fiir jede davon ware zu iiberpriifen, ob sie,
wenn sie F' erfiillt, auch G erfiillt. Darauf lésst sich kein Algorithmus aufbauen.

Damit liegt die Frage nahe, ob man gewisse ,Referenzinterpretationen” auszeichnen kann,
so dass man zum Nachweis der Folgerungsbezichung die genannte Uberpriifung nicht fiir
jede iiberhaupt mogliche Interpretation durchfithren muss, sondern nur fiir diese Referenzin-
terpretationen. Das wire ein wichtiger Zwischenschritt in Richtung Algorithmisierung.

Tatséchlich haben wir im Zusammenhang mit der Gleichheit bereits etwas dhnliches ken-
nengelernt. In Satz 3.6.6 wurde die Folgerungsbeziehung |= ja auf die Beziehung =— zu-
riickgefithrt. Wenn die Gleichheitsaxiome beteiligt sind, braucht man zum Nachweis der Fol-
gerungsbeziehung die Uberpriifung also nicht fiir simtliche Interpretationen durchzufiihren,
sondern kann sich auf die normalen Interpretationen beschréanken.

Natiirlich niitzt die Beschrankung auf normale Interpretationen nicht viel im Hinblick auf
die Algorithmisierbarkeit, da ja auch die normalen Interpretationen jede beliebige nichtleere
Menge als Universum benutzen kénnen. Doch zeigt das Ergebnis immerhin, dass die Idee
der Referenzinterpretationen nicht von vornherein aussichtslos ist. Die angestrebten Refe-
renzinterpretationen sollten aber in erster Linie bewirken, dass weniger Universen betrachtet
werden miissen.

Genau das ist fiir Herbrand-Interpretationen der Fall. Alle Herbrand-Interpretationen ba-
sieren auf einem einzigen ausgezeichneten Universum, dem sogenannten Herbrand-Universum.

Wenn die beteiligten Formeln eine bestimmte syntaktische Eigenschaft haben, ndmlich
universell sind, reicht es tatsichlich aus, zum Nachweis der Folgerungsbeziehung die Uberprii-
fung nur fiir Herbrand-Interpretationen durchzufiihren statt fiir simtliche Interpretationen.
Zudem koénnen Formeln, die nicht universell sind, mit Hilfe der Skolemisierung in universelle
Formeln transformiert werden, die in einem gewissen Sinn dquivalent zu den urspriinglichen
Formeln sind. Insgesamt wird das angestrebte Ziel damit fiir alle Formeln erreicht.

Im folgenden werden wir zunéchst universelle Formeln behandeln, danach Herbrand-
Interpretationen und schliellich die Skolemisierung.

Pranexform und universelle Formeln

Eigenschaften von Formeln der Pradikatenlogik erster Stufe, insbesondere im Zusammenhang
mit Herbrand-Interpretationen, héngen oft davon ab, welche Quantoren in den Formeln
vorkommen und wo sie relativ zu Negationsjunktoren stehen. Sei zum Beispiel F' die Formel

—(Jz p(x) V -Vy q(y)). Es gilt:

Fo= =@Czp@)V-vyqy))
H (=3zp(z) A —~—Vyq(y)) de Morgan’sche Regel (Satz 3.3.7)
H (—=3zp(z) AVyq(y)) Regel der doppelten Negation (Satz 3.3.7)
H (Yo —p(z) AVy q(y)) Regel der negierten Quantoren (Satz 3.5.14)
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In F' kommen zwar rein syntaktisch ein Existenzquantor und ein Allquantor vor, aber ,ei-
gentlich“ sind beide Variablen in F' allquantifiziert.

Dieses ,eigentlich wird durch die sogenannte Polaritét formalisiert. Die Teilformel 3z p(x)
hat negative Polaritit in F', weil die Teilformel in F' im Bereich einer Negation steht. Die
Teilformel Yy ¢(y) hat dagegen positive Polaritét in F', weil sie im Bereich von zwei Nega-
tionen steht, die einander ja aufheben. Existenzquantoren mit negativer Polaritét in einer
Formel wirken wie Allquantoren mit positiver Polaritét.

Definition 3.8.1 (Polaritdt). Fiir eine Formel F sind die Polaritéten der Vorkommen von
Teilformeln von F' wie folgt rekursiv definiert.

Statt ,,G hat positive Polaritdt in F* sagt man auch ,,G kommt positiv in F' vor“ oder
kiirzer ,,G ist positiv in F*, und entsprechend fiir negativ.

1. F'ist positiv in F.
2. Sei G ein Vorkommen einer Teilformel von F' der Gestalt —=Gj:

Ist G positiv in F', so ist G1 negativ in F.
Ist G negativ in F, so ist G positiv in F.

3. Sei G ein Vorkommen einer Teilformel von F' der Gestalt (G1 A G2) oder (G1 V G2):
Ist G positiv in F', so sind G; und Go positiv in F'.
Ist G negativ in F', so sind G; und G2 negativ in F'.

4. Sei G ein Vorkommen einer Teilformel von F' der Gestalt (G = G2):
Ist G positiv in F', so ist G negativ in F' und G» positiv in F'.
Ist G negativ in F, so ist G positiv in F' und G2 negativ in F.

5. Sei G ein Vorkommen einer Teilformel von F' der Gestalt (G1 < Ga2):
(1 und Gy sind sowohl positiv in F' als auch negativ in F'.

6. Sei G ein Vorkommen einer Teilformel von F' der Gestalt Qx G fiir einen Quantor Q:
Ist G positiv in F, so ist G positiv in F.
Ist G negativ in F, so ist G negativ in F.

In diesem Fall sprechen wir auch von der Polaritiat des Vorkommens des Quantors )
und meinen damit die Polaritét des Vorkommens G der Teilformel, die mit  beginnt. m

Fiir Informatiker ist diese Definition am einfachsten dadurch zu veranschaulichen, dass
sie sich die Formel F' durch ihren Syntaxbaum dargestellt denken, also einen Baum, dessen
Blatter die Vorkommen von atomaren Teilformeln von F' sind und dessen innere Knoten mit
Junktoren und Quantoren beschriftet sind. Die Wurzel dieses Baums wird wegen 1. als positiv
markiert. Der Rest der Definition gibt an, wie das Vorzeichen auf alle Nachfolgerknoten bis
hin zu den Bléttern propagiert wird.

Bei dieser Propagation wechselt das Vorzeichen bei jedem Negationsjunktor. Sei zum Bei-
spiel F' die Formel =———p, dann haben ———p und —p positive Polaritat in F', wahrend ——p
und p negative Polaritdt in F' haben. Die Polaritdt eines Vorkommens einer Teilformel driickt
aus, ob dieses Vorkommen im Bereich einer geraden oder einer ungeraden Anzahl von Ne-
gationen steht, ob diese Negationen einander also aufheben oder nicht.

Das Vorzeichen wechselt auflerdem auf der linken Seite des Implikationsjunktors =. Nach
Satz 3.5.14 und Satz 3.3.7 gilt (G1 = G2) H (-G V Ga). Die linke Teilformel G; steht
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also ,eigentlich im Bereich einer impliziten Negation, die bei der Definition der Polaritit
mit berticksichtigt wird.

Ist F eine Formel, in der der Aquivalenzjunktor < nicht auftritt, so ist jedes Vorkom-
men einer Teilformel von F' eindeutig als ein Vorkommen positiver oder negativer Polaritat
klassifiziert.

Dagegen haben alle Teilformeln, die im Syntaxbaum unterhalb eines Aquivalenzjunktors
vorkommen, sowohl positive als auch negative Polaritdt. Die Begriindung dafiir liefert die
Regel zur Auflésung des Aquivalenzjunktors: (G7 < G2) H ((=G1 V G2) A (G1 V —~G2))
nach Satz 3.5.14 und Satz 3.3.7. Jede der beiden unmittelbaren Teilformeln von (G; < G2)
kommt also ,eigentlich einmal negiert und einmal unnegiert vor. Das gleiche gilt mit der
zweiten Regel (Gl & GQ) ):’ ((Gl A Gg) V (—|G1 A —|G2)).

Tritt eine Teilformel mehrfach in einer Formel auf, so kdnnen verschiedene Vorkommen
der Teilformel unterschiedliche Polaritaten haben. Ist zum Beispiel F' die Formel (p V —p),
hat das erste Vorkommen von p positive Polaritdt in F' und das zweite negative.

Definition 3.8.2 (Pranexform). Eine Formel F ist in Prinezform, wenn sie die Gestalt
Qiz1 ... Qpxy G hat, n > 0, wo die (); Quantoren sind und in G kein Quantor vorkommt. m

Satz 3.8.3. Sei F eine L-Formel, in der kein Quantor in einer Teilformel vorkommt, die
mit dem Aquivalenzjunktor < gebildet ist. Seien Q1 ... @, die Vorkommen von Quan-
toren mit ihren Variablen in textueller Reihenfolge in F', und es gelte, dass die Variablen z;
paarweise verschieden sind und keine der Variablen x; frei in F' vorkommt.

Sei F’ die Formel, die durch Streichen aller Vorkommen Q;z; aus F entsteht. Zu jedem
der @Q; sei Q) der gleiche Quantor wie @, falls Q; positive Polaritit in F' hat, und der
entgegengesetzte Quantor, falls Q; negative Polaritéit in F' hat.

Dann gilt F H Q\z1...Q)x, F'.

Beispiel: Fir F = —(3x1 p(x1) V Vg q(z2)) ist F' = —(p(z1) V —q(z2)), und es gilt
FH Vo Vag =(p(z1) V —q(z2)).

Beweis: Durch vollstédndige Induktion iiber die Anzahl n der Vorkommen von Quantoren
in F.

Induktionsbasis n = 0: Dann ist F' = F’ und die Behauptung gilt.

Induktionsschritt n — n + 1: Die Behauptung gelte fiir Formeln mit n Vorkommen von
Quantoren. Seien Q1x1Q2xs ... Qni+12y+1 die Vorkommen von Quantoren mit ihren Varia-
blen in textueller Reihenfolge in F'. Davon ist @1z also das textuell erste Vorkommen.

Fiir beliebige Formeln G und H, wo die Variable x1 nicht in H vorkommt, gelten folgende
logische Aquivalenzen:

—|V$1G }:( E|Il?1‘|G —ale ':( V$1—|G
(Vle/\H) }:( V{lfl(G/\H) (Hle/\H) ':( Elxl(G/\H)
Vo1GV H) H Vi (GVH) Ge1GVH) H 3 (GVH)
(V.’/UlG:>H) }:( 3%1(G2>H) (3$1G:>H) ':( Vxl(GéH)
(H /\V.’/UlG) }:( V{lfl(H A G) (H A 3$1G) ':( Hxl(H A G)
(HVV2:G) H Vo (HVG) (HV3x:G) H 3n(HVG)
(H = VIL‘lG) }:( V{lfl(H = G) (H = 3$1G) ':( Hxl(H = G)

Hat eine Teilformel von F' eine der Gestalten auf der linken Seite von H in dieser Liste,
ist sichergestellt, dass die Variable nicht in der jeweiligen Teilformel H vorkommt, weil die
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quantifizierten Variablen von F' paarweise verschieden sind und auflerdem nicht frei in F
vorkommen.

Wenn das erste Quantorvorkommen @1z nicht am Anfang von F steht, gibt es ein Vor-
kommen einer Teilformel von F, das eine der Gestalten auf der linken Seite von H in dieser
Liste hat (nach Voraussetzung kommt ()1 nicht in einer mit < gebildeten Teilformel vor).
Aufgrund des Ersetzungssatzes (Satz 3.5.14 und Satz 3.3.6) konnen wir dieses Vorkommen
durch die entsprechende Formel auf der rechten Seite von | ersetzen und erhalten mit
diesem Ersetzungsschritt eine zu F' logisch dquivalente Formel.

Dieser Ersetzungsschritt verschiebt das erste Quantorvorkommen (121 nach links, so dass
es weiterhin das erste bleibt, wobei sich moglicherweise der Quantor &ndert. Ansonsten bleibt
aber die Struktur der Formel unverdndert.

Durch Wiederholung derartiger Ersetzungsschritte erhalten wir eine Formel Q}x; F} mit
F H Qx1 Fi, wobei F; durch Streichen von Qiz1 aus F entsteht.

Ein Vergleich der obigen Liste mit Definition 3.8.1 zeigt, dass sich beim Verschieben nach
links der Quantor genau in den Féllen dndert, in denen sich auch die Polaritat des Quantors
andert. ] hat positive Polaritit in Q}x; Fy, also ist @) der gleiche Quantor wie @1, falls Q4
positive Polaritdt in F' hat, und der entgegengesetzte Quantor, falls ()1 negative Polaritét
in F' hat.

Nun ist F} eine Formel mit n Quantorvorkommen @sxs ... Qp112n+1 in dieser textuellen
Reihenfolge, die die gleichen Voraussetzungen erfiillt wie F'. Nach Induktionsannahme gilt
Fi H Qbz2...Q 1 xpy F mit den geforderten Eigenschaften. Insbesondere ist | = F'.
Mit F H Qi1 Fy gilt F H Qx1Q5%2 . .. Q)4 1%y +1 F' mit allen geforderten Eigenschaften. m

Wegen der Regel zur Auflésung des Aquivalenzjunktors (Satz 3.5.14 und Satz 3.3.7) ist
jede geschlossene L-Formel logisch dquivalent zu einer geschlossenen L£-Formel, in der der
Aquivalenzjunktor < nicht vorkommt. Mit den Variablenumbenennungsregeln (Satz 3.5.14)
kann auflerdem stets erreicht werden, dass die quantifizierten Variablen in einer Formel paar-
weise verschieden und verschieden von den Variablen sind, die frei in der Formel vorkommen.
Insgesamt erhalten wir damit:

Folgesatz 3.8.4 (Pranexform). Jede geschlossene £-Formel ist logisch dquivalent zu einer
geschlossenen L-Formel in Prénexform. Enthéalt die Formel keinen Quantor in einer mit
& gebildeten Teilformel, so ist ihre Pranexform bis auf Variablenumbenennung eindeutig
bestimmt. m

Definition 3.8.5 (universell). Eine geschlossene £-Formel heifit universell, wenn
1. keine Teilformel der Gestalt 3z G positiv in ihr vorkommt und
2. keine Teilformel der Gestalt Yz G negativ in ihr vorkommt. ]

Bemerkung: In der Vorlesung ,,Theorie der Logikprogrammierung* werden universelle For-
meln in etwas anderer Weise definiert, weil die zugrundeliegende Syntax eine andere ist. =

Aus der Definition der Polaritét ergibt sich unmittelbar, dass eine Formel, die einen Quan-
tor in einer mit < gebildeten Teilformel enthélt, nicht universell sein kann.

Folgesatz 3.8.6. FEine geschlossene £-Formel, die keinen Quantor in einer mit < gebildeten
Teilformel enthélt, ist universell genau dann wenn ihre Pranexform keine Existenzquantoren
enthalt. n
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Herbrand-Interpretationen

Wenn Herbrand-Interpretationen, wie in der Einleitung erldutert, auf einem ausgezeichneten
Universum basieren, stellt sich die Frage, woraus so ein ausgezeichnetes Universum iiber-
haupt bestehen kann. Da es stellvertretend fiir alle denkbaren Universen stehen soll, miisste
es ,,Universalobjekte” enthalten in dem Sinn, dass Objekte jeglicher anderer Universen damit
reprasentiert werden kénnen. Ob es so ein ,,Universaluniversum® {iberhaupt gibt, erscheint
auf den ersten Blick duflerst fraglich.

Bei ndherer Betrachtung sind uns solche ,,Universalobjekte” aber langst wohlvertraut. Wir
benutzen doch sténdig die syntaktischen Terme einer Sprache der Prédikatenlogik erster
Stufe, um damit Objekte beliebiger Universen zu reprasentieren. Mit anderen Worten, die
Menge aller Terme, oder vielleicht gewisser Terme, einer Sprache der Pradikatenlogik erster
Stufe wire ein naheliegender Kandidat fiir das angestrebte ausgezeichnete Universum.

Dieser Gedanke kann natiirlich Verwirrung stiften. Bisher haben wir Syntax und Semantik
sorgfiltig auseinandergehalten. Wenn die Grundlage aller semantischen Begriffe, das Uni-
versum, jetzt aus Termen bestehen soll, also aus syntaktischen Elementen, ist eine gewisse
Vermischung von Syntax und Semantik unvermeidlich. Diese begrifliche Verwirrung ist si-
cherlich ein Nachteil des Ansatzes.

Andererseits kennen wir aus der Informatik analoge Félle von scheinbarer begrifflicher
Verwirrung, die sich als &uflerst vorteilhaft erweisen. Zum Beispiel muss man bei einem
Ubersetzer Quellsprache, Zielsprache und Implementierungssprache sorgfiltig auseinander-
halten. Wenn man dann Ubersetzer betrachtet, deren Implementierungssprache gleich ihrer
Quellsprache ist, wirkt dies zunéchst verwirrend oder sogar unsinnig. Dabei stellt sich aber
heraus, dass solche Ubersetzer sogar besonders niitzliche Eigenschaften haben. In dhnlicher
Weise erweist sich die Vermischung von Syntax und Semantik in der Logik als niitzlich.

Zur Realisierung des Ansatzes bleibt noch zu kldren, aus welcher Teilmenge von Termen
der Sprache das ausgezeichnete Universum bestehen soll. Auf Jacques Herbrand (Paris 1908 —
La Bérarde 1931) geht die Idee zuriick, die Menge aller Grundterme, also aller variablenfreien
Terme, als Universum zu benutzen.

Das Herbrand-Universum einer Sprache £ der Pradikatenlogik erster Stufe ist die Menge
aller Grundterme der Sprache. Wir erinnern an eine Voraussetzung in der Definition von £
(Definition 2.3.1): ,Es wird vorausgesetzt, dass £ mindestens eine Konstante enthélt.“ Dank
dieser Voraussetzung ist die Menge der Grundterme nicht leer und kann daher als Universum
dienen. (Das war der einzige Grund fiir die Voraussetzung.)

Definition 3.8.7 (Herbrand-Interpretation). Sei £ eine Sprache der PL1S.
e Das Herbrand-Universum HUr von L ist die Menge aller Grundterme von L.
Die Herbrand-Basis HB, von L ist die Menge aller Grundatome von L.
e Eine L-Interpretation M = (D, Ab,U) heifit Herbrand-Interpretation, wenn:
1. D = HU ist, also die Menge aller Grundterme von £ und
2. fiir jeden Grundterm t gilt Ab(t) = ¢, also:
Ab(c) = c fiir jedes O-stellige Funktionssymbol ¢ von L.
Ab(f)(t1, ... tn) = f(t1,...,t,) fiir alle Grundterme t1,...,t,
fiir jedes n-stellige (n > 1) Funktionssymbol f von L.

e Eine Herbrand-Interpretation, die ein Modell einer Formel oder Formelmenge F' ist,
heifit ein Herbrand-Modell von F'. m
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Von den Bestandteilen einer Interpretation ist fiir Herbrand-Interpretationen also der
iiberwiegende Teil von vornherein vorgegeben. Das Universum ist immer die Menge der
Grundterme. Die Funktion Ab ist fiir Konstanten und Funktionssymbole immer so festgelegt,
dass jeder Grundterm ,mit sich selbst” interpretiert wird. Das einzige, was einer Herbrand-
Interpretation {iberhaupt noch an eigenen Definitionsmdoglichkeiten offensteht, ist die relativ
uninteressante Umgebung sowie die Definition der Funktion Ab fiir Relationssymbole.

Um letztere zu definieren, muss die Herbrand-Interpretation festlegen, welche Relation,
also welche Menge von Tupeln von Grundtermen, jedem Relationssymbol zugeordnet ist.
Wenn man vor ein Tupel von Grundtermen das Relationssymbol schreibt, erhélt man ein
Grundatom. Das, was eine Herbrand-Interpretation neben der Umgebung iiberhaupt noch
festlegen muss, léasst sich damit bequem durch eine Menge B von Grundatomen représentie-
ren, also eine Teilmenge der Herbrandbasis HB .

Definition 3.8.8 (Grundatome/Herbrand-Interpretation). Sei £ eine Sprache der Pradi-
katenlogik erster Stufe. Sei B C HB. Sei U eine HUz-Umgebung. Die von B reprisentierte
Herbrand-Interpretation mit Umgebung U ist die Herbrand-Interpretation (HUz, Ab, U) mit:

1. Ab(p) ={()} gdw. p € B und Ab(p) =0 gdw. p ¢ B
flir jedes 0-stellige Relationssymbol p von L.

fiir jedes n-stellige (n > 1) Relationssymbol p von L.

Fiir eine fest gewihlte Konstante ¢ von L sei U, die Umgebung, die jeder Variablen ¢ zuordnet.
H(B) bezeichnet die von B représentierte Herbrand-Interpretation mit Umgebung U.. =

Ist M die von B reprasentierte Herbrand-Interpretation mit einer beliebigen Umgebung U,
gilt mit dieser Definition fiir jedes Grundatom A, dass M = A gdw. A € B. Somit erfiillt M
also genau die Grundatome in B und falsifiziert alle anderen Grundatome. Fiir jede andere
Formel ist aufgrund der Definition der Modellbeziehung dann ebenfalls festgelegt, ob M die
Formel erfillt oder falsifiziert.

Da wir Herbrand-Interpretationen nur im Zusammenhang mit geschlossenen Formeln be-
trachten werden, spielt die Umgebung nach dem Koinzidenzsatz 3.5.10 keine Rolle. Durch
Vorgabe der festen Umgebung U, (die auch anders hitte gewihlt sein kénnen und die fiir ge-
schlossene Formeln sowieso irrelevant ist) ist fiir jedes B C HB, die Herbrand-Interpretation
H(B) eindeutig bestimmt. Umgekehrt bestimmt jede Herbrand-Interpretation M eindeutig
eine Teilmenge By = {A € HB; | M = A} C HB;. Wegen dieser eineindeutigen Ent-
sprechung bezeichnet man gelegentlich eine Menge von Grundatomen sogar selbst als eine
Herbrand-Interpretation bzw. ein Herbrand-Modell.

Satz 3.8.9. Sei M = (HUg, Ab,U) eine Herbrand-Interpretation einer Sprache £ der PL1S,
sei t ein L-Term, F' eine L-Formel, x eine Variable.

L tM =+[U(z)/x)M.
2. ist var(t) C {x1,...,z,}, dann ist tM = t[{U (1) /1] ... [U(xp)/20)].
3. M=F gdw. M = F|U(z)/x].
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Beweis:

1. Es gilt stets M =M [U(z)/x]. Da M eine Herbrand-Interpretation und U(z) ein Grund-
term ist, gilt U(z) = U(z)M. Also ist tM = tMU@" /2] Damit ist die Behauptung ein
Spezialfall des Substitutionssatzes 3.5.13.

2. t{U(x1) /1] ... [U(x,)/2,] ist ein Grundterm, also gleich t[U(x1)/z1] ... [U(zy,)/x,)™.
Damit folgt die Behauptung aus 1.

3. Da M eine Herbrand-Interpretation ist, ist U(z) ein Grundterm und somit frei fiir = in
F. Wie in 1. gezeigt ist M = M[U(z)M /x]. Damit ist die Behauptung ein Spezialfall
des Substitutionssatzes 3.5.13. "

Fiir beliebige Interpretationen {ibersetzt der Substitutionssatz zwischen einer Umgebung,
die einer Variablen semantisch ein Objekt des Universums zuordnet, und einer Substituti-
on, die eine Variable syntaktisch durch einen Term ersetzt. Der obige Satz zeigt, dass fiir
Herbrand-Interpretationen, wo die Objekte des Universums Terme sind, Umgebungen und
Substitutionen zusammenfallen. Die Vermischung von Syntax und Semantik bei Herbrand-
Interpretationen ist hier also giinstig, weil sie eine Vereinfachung bewirkt.

Satz 3.8.10. Sei M eine Herbrand-Interpretation einer Sprache £ der PL1S, sei F eine
L-Formel (in der = frei vorkommen kann, aber nicht muss).

1. M = VzF gdw. fiir jeden Grundterm ¢ gilt M = F[t/x].
2. M =3z F gdw. es gibt einen Grundterm ¢ mit M = F[t/x].

Beweis: Satz 3.8.9 (3) anwenden. n

Der Satz 3.8.10 gilt fiir Nicht-Herbrand-Interpretationen im allgemeinen nicht. Wir be-
trachten zwei Gegenbeispiele.

Beispiel 3.8.11. Die Sprache £ bestehe aus einer Konstanten a und einem einstelligen
Relationssymbol p. Sei M = ({1,2}, Ab,U) mit Ab(a) =1 und Ab(p) = {1}.
Es gilt M = p(a) und M[1/z] = p(x) und M[2/z] = p(z). Der einzige Grundterm ist a.

1. Fiir jeden Grundterm ¢ gilt M = p(x)[t/z], aber M [~ Va p(x).
2. M |= 3z —p(x), aber es gibt keinen Grundterm t mit M = —p(z)[t/z]. n

Hier ist der Satz deshalb verletzt, weil es nur einen einzigen Grundterm gibt, aber zwei
Objekte im Universum, so dass das Objekt 2 des Universums durch gar keinen Grundterm
reprasentiert ist. Man konnte vermuten, dass dieses Phanomen leicht zu vermeiden sei, sobald
die Sprache Funktionssymbole enthilt, denn dann gibt es ja unendlich viele Grundterme.
Das néchste Beispiel zeigt aber, dass das Phéanomen prinzipiell nicht vermeidbar ist.

Beispiel 3.8.12. Die Sprache £ bestehe aus abzdhlbar unendlich vielen Konstanten und zu
jeder Stelligkeit abzdhlbar unendlich vielen Funktionssymbolen sowie aus einem einstelligen
Relationssymbol p. Sei R die Menge der reellen Zahlen und M = (R, Ab,U) mit Ab(p) =
{tM | t Grundterm}. Da es nur abzihlbar viele Grundterme gibt, gibt es d € R mit d ¢ Ab(p),
so dass M[d/x] [~ p(z).

1. Fiir jeden Grundterm ¢ gilt M = p(z)[t/z], aber M (= Va p(x).
2. M = 3z —p(x), aber es gibt keinen Grundterm ¢ mit M = —p(x)[t/x]. "
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Man kann zu jeder beliebigen Interpretation M auf natiirliche Weise eine Herbrand-
Interpretation konstruieren, die M weitgehend nachbildet.

Satz 3.8.13. Sei £ eine Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe, sei M eine L-Interpretation,
sei By = {A € HB: | M = A}. Die von B)s représentierte Herbrand-Interpretation
H(Bar) hat folgende Eigenschaften:

1. Fir jede quantorfreie geschlossene Formel F' gilt: M = F gdw. He(By) E F.
2. Fiir jede universelle geschlossene Formel F' gilt: wenn M |= F', dann Hg(Bys) = F.

Beweis:

1. Durch strukturelle Induktion.
Basisfall T oder L: ergibt sich unmittelbar aus der Definition von |=.

Basisfall Atom: da F' quantorfrei und geschlossen ist, ist F' ein Grundatom, also gilt
M ): F gdw. F € By gdw. Hg(BM) }: F.

Induktionsfall Junktor: ergibt sich unmittelbar durch Anwendung der Definition von
= auf die Induktionsannahme.

Induktionsfall Quantor: tritt nicht auf, da F' quantorfrei ist.

2. Esgelte M = F. Da F universell ist, enthélt seine nach Satz 3.8.3 gebildete Préanexform
F,ri keine Existenzquantoren. Wegen F' H F,; gilt M = Fys.

Wir zeigen durch vollsténdige Induktion iiber die Anzahl n der Quantoren in Fy:
wenn M = F,y;, dann He(Bar) = Fors
Mit F' H F,n erhalten wir dann He(Byy) = F, was zu zeigen war.

Induktionsbasis n = 0: Es gelte M = F,4. Enthélt F,; keinen Quantor, ist es eine
quantorfreie geschlossene Formel, und nach 1. gilt Hz(Bar) = Fpri-

Induktionsschritt n — n+1: Enthélt F,; n+ 1 Quantoren, hat es die Gestalt Vo Gy, .
Es gelte M = Fy4, also M = Va Gpg. Nach Definition bedeutet dies, wenn D das
Universum von M bezeichnet, dass fiir jedes d € D gilt M[d/z] = Gpr.

Angenommen, es gébe einen Grundterm ¢ mit Hz(Ba)[t/z] = Gpra, das heifit nach
Satz 3.8.9, He (B ) [t/ ] = Gpralt/x]. Dax ¢ fuar(Gy(t/x]) ist, folgt daraus nach dem
Koinzidenzsatz 3.5.10 Hz (B ) - Gpri[t/x]. Die Formel Gt/ x] ist eine geschlossene
universelle Formel in Préanexform mit n Quantoren, also folgt weiter mit der Induk-
tionsannahme dass M [~ Gyp(t/z]. Nach dem Substitutionssatz 3.5.13 miisste dann
gelten M [tM /z] £ Gppi, im Widerspruch dazu dass fiir jedes d € D gilt M[d/z] = G-

Also gibt es keinen Grundterm t mit Hz(Bas)[t/x] = Gpra, das heiBt, fiir jeden Grund-
term t gilt He(Ba)[t/] = Gpra. Das ist genau die Definition von Hg (Bar) = Vo Gy,
also He(Bar) = Fora. "

Es mag verwundern, dass der zweite Teil dieses Satzes nur mit ,wenn dann“ formuliert ist
und nicht mit ,,genau dann wenn“. Tatséchlich gilt die Gegenrichtung im allgemeinen nicht.
Der Grund sind genau die obigen Beispiele 3.8.11 und 3.8.12. Fiir die darin angegebene
Interpretation M gilt jeweils Hr(Bar) = Vo p(z), aber M (= Vo p(x).
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Die Beispiele zeigen aulerdem die Notwendigkeit der Voraussetzung, dass F universell ist.
In den Beispielen gilt jeweils M |= 3z —p(x), aber He(Bas) = 3 —p(z).

Der Zusammenhang zwischen der Erfiillung einer Formel durch eine beliebige Interpreta-
tion und der Erfiillung der Formel durch die aus der Interpretation konstruierte Herbrand-
Interpretation ist also nicht sehr stark. Trotzdem hat er weitreichende Konsequenzen.

Folgesatz 3.8.14. Sei Fy eine geschlossene universelle Formel. Sei Sy eine Menge von
solchen Formeln. Sei G5 eine geschlossene Formel derart dass —(G3 universell ist.

G3 ist allgemeingiiltig gdw. jede Herbrand-Interpretation erfillt G5.

(G5 ist falsifizierbar gdw. eine Herbrand-Interpretation falsifiziert G3.

Fy ist erfiillbar gdw. eine Herbrand-Interpretation erfiillt Fy.

Fy ist unerfiillbar gdw. jede Herbrand-Interpretation falsifiziert Fy.

Sy ist erfiillbar gdw. Sy ein Herbrand-Modell besitzt.

Fy = G5 gdw. jedes Herbrand-Modell von Fy auch G3 erfiillt.

Sy = G5 gdw. jedes Herbrand-Modell von Sy auch G5 erfiillt. n

No o W=

Fiir die Formeln und Formelmengen mit den angegebenen syntaktischen Eigenschaften ist
damit das eingangs motivierte Ziel erreicht. Zum Nachweis der Folgerungsbeziehung reicht
es wegen der letzten beiden Ergebnisse aus, die Uberpriifung auf Herbrand-Interpretationen
und damit auf ein einziges Universum zu beschranken.

Ubrigens hitte die Motivation in der Einleitung zu Abschnitt 3.8 nicht unbedingt auf der
Folgerungsbeziehung aufgebaut werden miissen. Eine analoge Motivation wére auch mit der
Erfiillbarkeit oder einem anderen der semantischen Begriffe moglich gewesen. Die ersten Er-
gebnisse des Satzes zeigen, dass das Ziel auch fiir diese anderen semantischen Begriffe jetzt
erreicht ist: zum Nachweis der jeweiligen semantischen Eigenschaft miissen nicht mehr sdmt-
liche Interpretationen betrachtet werden, sondern nur noch die Herbrand-Interpretationen,
jedenfalls fiir Formeln und Formelmengen mit den angegebenen syntaktischen Eigenschaften.

Definition 3.8.15 (Grundinstanz). Sei F' = Vz;...Vx, G eine geschlossene universelle
Formel in Pranexform. Sei S eine Menge von solchen Formeln.

Die Menge der Grundinstanzen von F ist {G[t1/x1]...[tn/xys] | ti Grundterm}.

Die Menge der Grundinstanzen von S ist die Vereinigung der Mengen von Grundinstanzen
der Formeln in S. L]

Aus Satz 3.8.10 folgt unter Zuhilfenahme von Satz 3.8.14 unmittelbar ein weiteres Ergebnis
mit sehr weitreichenden Konsequenzen, auf die Kapitel 4 néher eingehen wird.

Folgesatz 3.8.16. Sei S eine Menge von geschlossenen universellen Formeln in Préanexform.
S ist erfiillbar gdw. die Menge der Grundinstanzen von S ein Herbrand-Modell besitzt. =
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Skolemisierung

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass zu jeder endlichen Menge S von (beliebigen) geschlosse-
nen Formeln eine Menge S* von universellen geschlossenen Formeln konstruiert werden kann,
so dass S* genau dann ein Modell hat, wenn S ein Modell hat. Dieses Ergebnis reicht aus,
um die Folgerungsbeziehung fiir beliebige Formeln durch die Uberpriifung von Herbrand-
Interpretationen nachweisen zu konnen. Das Verfahren, mit dem S* aus S konstruiert wird,
nennt man Skolemisierung, nach seinem Erfinder Albert Thoralf Skolem (Sandsveer 1887 —
Oslo 1963).

Der genaue Zusammenhang zwischen S und S* ist allerdings etwas komplizierter. Die Men-
ge S enthélt L-Formeln fiir eine gegebene Sprache £ der Pradikatenlogik erster Stufe. Diese
Sprache wird zunéchst um zusétzliche Funktionssymbole erweitert zu einer Sprache £*. Die
Menge S* besteht dann aus £*-Formeln. Man muss deshalb auch zwischen £-Interpretationen
und L*-Interpretationen unterscheiden. Das ist der wesentliche Grund, dass .S und S* nicht
einfach logisch &quivalent sind. Aber die Beziehung zwischen den Modellen von S (beziig-
lich £) und den Modellen von S* (beziiglich £*) wird sich als sehr viel enger erweisen, als
es fiir das obengenannte Gesamtergebnis erforderlich ist.

Um die Grundidee der Skolemisierung informell zu verstehen, betrachten wir noch einmal
die Axiome einer Boole’schen Algebra nach Definition 3.2.1.

Das erste Axiom verlangt unter anderem, dass es ein neutrales Element fiir die Operation x
gibt. Die unmittelbare Ubersetzung dieser Forderung ergibe folgende Formel der Pradika-
tenlogik erster Stufe: JyVz (y x z = x). Tatséchlich wurde das Axiom aber so formuliert,
dass die entsprechende Formel der Prédikatenlogik erster Stufe lautet: Vo (1 x x = x). Das
als existent geforderte Element wurde also durch eine Konstante représentiert statt durch
eine existentiell quantifizierte Variable.

Das letzte Axiom verlangt unter anderem, dass es zu jedem Element ein komplementéres
Element beziiglich der Operation + gibt. Diese Forderung ldsst sich darstellen durch die
Formel Va3y (z +y = 1), aber auch durch Vz (x +7 = 1). Dabei ist ~ ein Funktionssymbol,
das fiir eine Funktion steht, die zu jedem z ein komplementéres Element liefert.

Ein als existent gefordertes Objekt kann also statt durch eine existentiell quantifizierte
Variable auch durch einen Term repréasentiert werden, der mit einem Funktionssymbol gebil-
det ist. Die Unterterme in diesem Term représentieren Objekte, von denen das als existent
geforderte abhéngt. Im ersten Beispiel bestand so eine Abhéngigkeit nicht, so dass der Term
mit einem nullstelligen Funktionssymbol, also einer Konstanten, gebildet wurde.

Die Skolemisierung basiert auf dem Prinzip, fiir einen Existenzquantor positiver Polari-
tat oder Allquantor negativer Polaritdt ein neues Funktionssymbol einzufithren, damit einen
Term zu bilden, und alle durch den Quantor gebundenen Variablenvorkommen durch die-
sen Term zu ersetzen. Dadurch wird der Quantor iiberfliissig. Nach diesem Prinzip kénnen
systematisch alle stérenden Quantoren beseitigt werden, bis eine universelle Formel entsteht.

Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen einer Formel QzG, die mit einem stérenden
Quantor beginnt, und der daraus konstruierten Formel G’, in der der storende Quantor
beseitigt ist?

Der folgende Satz zeigt, dass abhingig von @ entweder G’ = QzG oder QzG = G’ gilt.
Die Formeln sind aber nicht logisch dquivalent, das heifit, die jeweilige Gegenrichtung gilt
nicht. Es gilt jedoch eine abgeschwichte Gegenrichtung, die durch folgende Betrachtung er-
lautert werden kann. Wenn zwei Formeln G; und Go die Eigenschaft haben, dass fiir jede
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Interpretation M gilt M = (G; = G3), dann besteht die Folgerungsbeziehung G; = Gs.
Wenn M | (G7 = G2) nun nicht fiir jedes M gilt, sondern nur fiir gewisse M’, die man
aber aus jedem gegebenen M konstruieren kann, dann kann man von einer Art schwacher
Folgerungsbeziehung zwischen GG; und Gs sprechen. Eine derartige schwache Folgerungsbe-
ziehung besteht jeweils in der Gegenrichtung, wobei die gewissen M’ iiberhaupt nicht von
den Umgebungen abhéngen.

Notation 3.8.17. Fiir jede L-Interpretation M = (D, Ab,Uy) und jede D-Umgebung U
bezeichne M [U] die L-Interpretation (D, Ab,U). "

Satz 3.8.18 (elementarer Skolemisierungsschritt). Sei £ eine Sprache der Prédikatenlo-
gik erster Stufe. Sei G eine L£-Formel mit fvar(G) = {z,y1,...,yn}, n > 0, so dass jedes
y; frei fiir z in G ist. Sei f ein n-stelliges Funktionssymbol, das nicht in G vorkommt. Sei
G' =G[f(y1,--.,Yn)/z]. Dann gilt:

1. Zujeder L-Interpretation M = (D, Ab, Up) gibt es eine L-Interpretation M’'= (D, Ab', Up),
die sich hichstens darin von M unterscheidet, dass Ab’(f) # Ab(f) sein kann, so dass
fiir jede D-Umgebung U gilt: M'[U] = (32G = G').

2. G' E 3G
3. VaG = G

4. Zu jeder L-Interpretation M = (D, Ab,Uy) gibt es eine L-Interpretation M'= (D, Ab’, Up),
die sich hochstens darin von M unterscheidet, dass Ab’'(f) # Ab(f) sein kann, so dass
fiir jede D-Umgebung U gilt: M'[U] E (G’ = VzG).

Beweis:
1. Sei dy € D fest gewéhlt. Fiir jedes n-Tupel (dy,...,d,) € D" gibt es zwei Félle:
Falls M([dy/y1]...[dn/yn] £ F2G, definieren wir Ab'(f)(dy, ..., dy) = do.
Falls M[di/y1]...[dn/yn] E J2G, gibt es d € D mit M[dy/y1]...[dn/yn]ld/z] E G,
wir withlen ein solches d und definieren Ab'(f)(d1,...,dy) = d.

Sei U eine beliebige D-Umgebung.

Falls M'[U] W~ 322G, gilt M'[U] = (32G = G’) nach Definition von |=.

Falls M'[U] | 3zG, ist f(y1,...,yn) nach Konstruktion ein Term mit der Eigenschaft
M'[U[f(y1,- -, yn)™ /x] = G. Dieser Term ist frei fiir = in G, weil das fiir jedes y;
gilt, und nach dem Substitutionssatz 3.5.13 folgt daraus M'[U] = G[f(y1,---,yn)/z],
also M'[U] = G'. Nach Definition von = gilt dann auch M'[U] & (32G = G’).

2. Sei M = (D, Ab,U) eine L-Interpretation mit M = G, also M = G[f(y1,...,yn)/x].
Nach dem Substitutionssatz 3.5.13 gilt M[f(y1,...,yn) /2] = G. Also gibt es d € D,
nimlich d = f(y1,...,y,)™, mit M[d/x] = G. Nach Definition gilt M = 3zG.

3. Folgt unmittelbar aus (2) fiir -G und =G’ anstelle von G und G’ (Satz 3.5.9 (4) und
Satz 3.5.14).

4. Folgt unmittelbar aus (1) fiir =G und =G’ anstelle von G und G’ (Satz 3.5.14). u

Die Formeln J2G und G’ (bzw. G’ und VzG) sind also nicht logisch dquivalent, aber
fast. In der einen Richtung gilt die Folgerungsbeziehung immer. In der anderen gilt sie
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nicht immer, weil manche Interpretationen das Funktionssymbol f mit einer ,unpassenden‘
Funktion interpretieren kdnnen. Da nach Voraussetzung f nicht in G vorkommt, kann man in
diesen Fillen aber immer eine ,passende* Definition fiir Ab'(f) angeben, ohne irgend etwas
anderes an der Interpretation zu dndern, so dass die Folgerungsbeziehung beziiglich dieser
sangepassten Interpretationen auch in der Gegenrichtung gilt.

Als néichstes muss folgende Situation genauer untersucht werden: Gegeben ist eine ,,grofie®
Formel F. Darin kommt eine ,kleine Teilformel vor, die mit einem stérenden Quantor be-
ginnt. Wenn man diese Teilformel durch eine andere ,kleine“ Formel ersetzt, in der der
storende Quantor beseitigt ist, entsteht die ,,groBe” Formel F”.

F = (.. QzG ..)
v
F=(. G ..

Um die Folgerungsbeziehungen, die gemiafl Satz 3.8.18 zwischen den ,kleinen Formeln
QxG und G’ bestehen, auf Beziehungen zwischen den ,,grofen* Formeln F' und F” zu iiber-
tragen, benotigen wir einige Verallgemeinerungen der Ersetzungssitze 3.3.6 und 3.5.14.

Satz 3.8.19 (Ersetzungssatz fiir Folgerungen). F, G, G2 seien L-Formeln, Vg, sei ein
Vorkommen von G; als Teilformel in F' mit eindeutiger Polaritat. Sei F(Ga/Vg,) die £-
Formel, die aus F' entsteht, wenn das Vorkommen Vi, von G; in F' durch Gy ersetzt wird.
Dann gilt:

1. Wenn Vg, positiv in F' und Gy |= Go, dann F' = F(G2/Vg, ).

2. Wenn Vg, positiv in F' und Gy = Gp, dann F(G2/Vg,) = F.

3. Wenn Vg, negativ in F' und G; |= G2, dann F(G2/Vg,) = F.

4. Wenn Vg, negativ in F' und Go = G1, dann F = F(G2/Vg,).

Beweis: Strukturelle Induktion. n

Bei Ersetzung eines Vorkommens einer Teilformel iibertriagt sich demnach die Folgerungs-
beziehung von der Teilformel auf die Gesamtformel, sofern das Vorkommen positive Polaritét
hat. Hat das Vorkommen negative Polaritéit, iibertrégt sich die Folgerungsbeziehung in ent-
gegengesetzter Richtung auf die Gesamtformel.

Hat ein Vorkommen sowohl positive als auch negative Polaritéat, {ibertragt sich die Fol-
gerungsbeziehung im allgemeinen weder in die eine noch in die andere Richtung. Sei zum
Beispiel G1 = (p A q) und Gy = (p V q), dann gilt G; = Ga. Sei F' = ((p A q) & —q),
dann ist F'(G2/Vg,) = ((p V ¢) < —q). Man rechnet leicht nach, dass sowohl F' als auch
F(G2/Vg,) ein Modell haben, dass aber keine Interpretation beide Formeln erfiillt, so dass
die Folgerungsbeziehung in keiner Richtung besteht.

Mit diesem Ersetzungssatz iibertragen sich die Folgerungsbeziechungen wie folgt von den
Teilformeln auf die ,,grolen Formeln.

Wenn die Teilformel QzG positiv in F' ist, hat sie die Gestalt JxG.

Satz 3.8.18 (2) garantiert: Satz 3.8.19 (2) besagt, dass daraus folgt:
+ +
F = (.. 3G ..) F = (.. 3G ..)
A A
Fr= (. G .. Fr=(. G ..
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Wenn die Teilformel QzG negativ in F ist, hat sie die Gestalt VzG.

Satz 3.8.18 (3) garantiert: Satz 3.8.19 (3) besagt, dass daraus folgt:
F = (... YaG ..)) F = (.. YaG ..))
m A
Fr= (.. G ..) Fr= (.. G ..)

In beiden Fillen gilt also F' | F. Wird ein Existenzquantor positiver Polaritdt oder ein
Allquantor negativer Polaritdt durch Skolemisierung beseitigt, so folgt in jedem Fall die
urspriingliche Formel F' aus der neuen Formel F’. (Es ist {ibrigens Absicht, dass gemeinsam
benutzte Unterfille der beiden Sétze jeweils die gleiche Nummer (2) bzw. (3) haben. Das
gilt auch fiir die weiteren Sétze mit Unterféllen.)

Fiir die Gegenrichtung besteht keine Folgerungsbeziehung zwischen QxG und G’, sondern
die oben erlauterte schwache Form davon. Man kann zu jedem Modell M von F' ein anderes
Modell M’ von F' so konstruieren, dass diese schwache Folgerungsbeziehung zwischen QzG
und G’ besteht. Betrachten wir zundchst nur den Fall, dass die Teilformel positiv in F ist.

M’ M’
m 4
M E F = (.. 3G ..)
I
F=(. & .

Wenn man in dieser Situation schlieflen kann, dass auch M’ = (F = F”) gilt, dann gilt
auch M’ = F’. Damit hitte man die schwache Folgerungsbeziehung von den Teilformeln
auf die ,,groBen” Formeln iibertragen. Diese Ubertragung ist tatsdchlich méoglich, aber nur
flir Interpretationen, die vollig unabhéngig von den Umgebungen sind. Die nédchste, noch
allgemeinere, Variante des Ersetzungssatzes erlaubt im obigen Fall die angestrebte Ubertra-
gung auf die ,grofe* Formel, wenn M’ die Eigenschaft hat, dass fiir jede D-Umgebung U
gilt M'[U] = (3zG = G’). Dann gilt auch fiir jedes U, dass M'[U] = (F = F').

Satz 3.8.20 (interpretationsspezifischer Ersetzungssatz). Mit den Voraussetzungen wie
in Satz 3.8.19 sei zuséatzlich M eine L-Interpretation. Dann gilt:

1. Wenn Vg, positiv in F' und fiir jedes U gilt M[U] = (G1 = G2),
dann gilt fir jedes U: M[U] E (F = F(G2/Vg,))-

2. Wenn Vg, positiv in F und fiir jedes U gilt M[U] E (G2 = G1),
dann gilt fir jedes U: M[U] E (F(G2/Vg,) = F).

3. Wenn Vg, negativ in F' und fiir jedes U gilt M[U] = (G; = G2),
dann gilt fir jedes U: M[U] E (F(G2/Vg,) = F).

4. Wenn Vg, negativ in F' und fiir jedes U gilt M[U] = (G2 = Gy),
dann gilt fir jedes U: M[U] E (F = F(G2/Vg,))-

Beweis: Strukturelle Induktion. n

Auch fiir die schwache Folgerungsbezichung dreht sich also die Richtung um, wenn sie von
einer Teilformel negativer Polaritat auf die ,grofle” Formel {ibertragen wird.

Dieser Ersetzungssatz gilt nicht, wenn die Modellbeziehung von der Umgebung abhingt:
Sei G = p(z,z) und G’ = p(z,y). Sei F' = VaVy p(x,z) und F' = F[G'/G]| = VaVy p(z,y).
Es gibt eine Interpretation M = (D, Ab,U) mit M | (G = G’), namlich D = N und
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Ab(p) = <y und U(x)=U(y)=>5. Die schwache Folgerungsbeziehung zwischen G und G’
besteht also nur deswegen, weil  und y in der Umgebung U den selben Wert haben. Aber
fiir dieses M gilt M [~ (F = F'), denn M = VaVyp(x,x) aber M £ VaVy p(z,y). Die
schwache Folgerungsbeziehung tibertragt sich also nicht auf die ,,groflen Formeln.

Die Interpretationen, die mit Satz 3.8.18 konstruiert werden, héngen nicht von der Um-
gebung ab, deshalb kann Satz 3.8.20 darauf angewandt werden. Das Gesamtbild fiir die
Gegenrichtung ist wie folgt.

Wenn die Teilformel QzG positiv in F' ist, hat sie die Gestalt JxG.

Satz 3.8.18 (1) garantiert: Satz 3.8.20 (1) besagt, dass daraus folgt:
fiir jede Umgebung U gilt fiir jede Umgebung U gilt
M’ M'[U] M'[U]
m m m +
M E F = (.. 322G ..) M E F = (... 22G ..)
Y \
Fr=0. G ..) Fr=((. G ..)
Wenn die Teilformel QzG negativ in F ist, hat sie die Gestalt VzG.
Satz 3.8.18 (4) garantiert: Satz 3.8.20 (4) besagt, dass daraus folgt:
fiir jede Umgebung U gilt fiir jede Umgebung U gilt
M’ M'[U] M'[U]
m m _ m —
M E F = (... V2G ..) M E F = (.. VaG ..))
1) 4
Fr=(0. G ..) Fr = (.. G ..)

In beiden Fillen bedeutet die Ubertragung, dass M'[U] = (F = F') fiir jede Umgebung U
gilt. Also gilt auch M’ = (F = F’) und wegen M’ = F auch M’ |= F'. Insgesamt ist damit
aus dem Modell M von F ein Modell M’ von F konstruiert, das auch Modell von F” ist.

Jetzt miissen die Bausteine nur noch zusammengefiigt werden.

Satz 3.8.21 (Skolemisierung). Sei L eine Sprache der Préadikatenlogik erster Stufe und
sei F' eine geschlossene L£-Formel, in der jedes Quantorvorkommen eine eindeutige Polaritat
hat. Dann gibt es eine Erweiterung £* der Sprache £ um endlich viele zusétzliche Funkti-
onssymbole und eine universelle geschlossene L£*-Formel F*, so dass gilt:

1. F*EF

2. Zu jeder L-Interpretation M mit M = F gibt es eine L*-Interpretation M*, deren
Restriktion auf die Symbole von £ gleich M ist, so dass M* = F und M* |= F*.

Beweis: Durch vollsténdige Induktion {iber die Anzahl k& der Vorkommen von Quantoren
falscher Polaritét, also von Existenzquantoren positiver Polaritit in F' und von Allquantoren
negativer Polaritédt in F'.

Induktionsbasis k = 0: Dann ist F' universell, und die Behauptung gilt fir £* = £ und
F*=F.

Induktionsschritt k — k 4 1: Die Behauptung gelte fiir Formeln mit k¥ Vorkommen von
Quantoren falscher Polaritét. Sei F' eine £-Formel mit k+1 solchen Vorkommen und sei Vg, ¢
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eines davon. Alle Vorkommen von Quantoren in F' seien 0.B.d.A. Quantoren fiir paarweise
verschiedene Variablen (das ist durch geeignete Variablenumbenennung stets erreichbar).

Falls z ¢ fvar(G), sei F' = F(G/Vge ). Nach den Regeln der iiberfliissigen Quantoren
(Satz 3.5.14) gilt Qx G H G, also F H F’'. Die Formel F’ enthidlt k& Vorkommen von
Quantoren falscher Polaritéat. Die Behauptung ergibt sich direkt aus der Induktionsannahme.

Andernfalls sei fvar(G) = {x,y1,...,yn}. Jedes dieser y; ist frei fiir z in G, weil jedes y; in
F' durch einen Quantor gebunden ist und in G kein zweiter Quantor fiir die gleiche Variable
vorkommt. Sei f ein n-stelliges Funktionssymbol, das nicht zu der Sprache £ gehort, und sei
L' die Erweiterung von £ um f. Sei G’ = G[f(y1,...,yn)/x] und F' = F(G'/Vgs ¢). Dann
ist F’ eine geschlossene L£'-Formel.

Mit den vorigen Sitzen gilt F’ |= F, im positiven Fall nach Satz 3.8.18 (2) und 3.8.19 (2),
im negativen Fall nach Satz 3.8.18 (3) und 3.8.19 (3).

Zu jeder L-Interpretation M mit M = F gibt es, im positiven Fall nach Satz 3.8.18 (1)
und 3.8.20 (1), im negativen Fall nach Satz 3.8.18 (4) und 3.8.20 (4), eine £'-Interpretation
M’ deren Restriktion auf die Symbole von £ gleich M ist, so dass fiir jede D-Umgebung U
gilt M'[U] = (F = F'). Da F und damit auch F’ geschlossen ist, gilt nach dem Koinzidenz-
satz 3.5.10 auch M’ |= (F = F'). Wegen M |= F gilt auch M’ = F und nach Definition
von = auch M’ = F.

F’ ist eine geschlossene £'-Formel mit & Quantorvorkommen falscher Polaritat. Der Rest
ergibt sich unmittelbar aus der Induktionsannahme. ]

Bei der Skolemisierung einer Formel nach der Konstruktion in diesem Beweis werden
falsch quantifizierte Variablen der Reihe nach durch Terme ersetzt, die mit neu eingefiihrten
Funktionssymbolen, sogenannten Skolem-Funktionssymbolen, gebildet werden. Eine aus F
durch Skolemisierung gewonnene universelle Formel nennt man eine Skolemform von F'. Die
mit den Skolem-Funktionssymbolen gebildeten Terme kann man als eine Umbenennung der
Objekte auffassen, deren Existenz in der Formel gefordert wird.

Die Skolemform ist nicht eindeutig, da sie von der Reihenfolge abhéngt, in der die Quanto-
ren falscher Polaritit ersetzt werden. Sei F' die geschlossene Formel Vu3v3wp(u, v, w). Erset-
zen wir zuerst Jv und dann Jw, entsteht erst Vudwp(u, f(u), w) und dann Vup(u, f(u), g(u)).
Das ist eine Skolemform von F'. In der anderen Reihenfolge entsteht erst YuJvp(u, v, h(u,v)),
dann Vu p(u, k(u), h(u, k(w))). Das ist auch eine Skolemform von F.

Es gibt verschiedene Verfahren, um eine Skolemform aus einer Formel zu gewinnen. Ne-
ben der Festlegung der Reihenfolge der Ersetzungen kann man auch festlegen, dass vor den
Ersetzungen zunéchst die Quantoren in der Formel verschoben werden. Am einfachsten zu
verstehen ist die Skolemisierung, wenn man die Formel zunéchst in eine Préanexform um-
wandelt. Um die Komplexitdt der neuen Terme gering zu halten, ist es dagegen giinstiger,
die Quantoren zunédchst moglichst weit nach innen zu ziehen und eine sogenannte Anti-
pranexform oder Miniscope-Form herzustellen.

Die Voraussetzung des obigen Satzes, dass jedes Quantorvorkommen eine eindeutige Po-
laritéit hat, ldsst sich mit der Regel zur Auflésung des Aquivalenzjunktors (Satz 3.5.14 und
Satz 3.3.7) immer herstellen. Also gilt:

Folgesatz 3.8.22.
1. Zu jeder geschlossenen L-Formel F' gibt es eine Erweiterung Ly, von £ um endlich
viele Funktionssymbole und eine universelle geschlossene L£g,-Formel sko(F'), so dass
F genau dann ein Modell hat, wenn sko(F') ein Modell hat.
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2. Zu jeder abzéhlbaren Menge S von geschlossenen L£-Formeln gibt es eine Erweiterung
Lo von £ um abzihlbar viele Funktionssymbole und eine abzdhlbare Menge sko(.S)
von universellen geschlossenen Lg,-Formeln, so dass S genau dann ein Modell hat,
wenn sko(S) ein Modell hat.

Zwischen S und sko(S) gibt es eine Bijektion, so dass jedem F' € S eineindeutig eine
Formel sko(F') € sko(S) zugeordnet ist.

Ist S endlich, ist L, eine Erweiterung von £ um endlich viele Funktionssymbole. =

Kombiniert mit Satz 3.8.14 ergibt sich daraus die Losung fiir das Gesamtziel dieses Ab-
schnitts: alle semantischen Begriffe auf Herbrand-Interpretationen zuriickzufiihren.

Folgesatz 3.8.23. Seien F und G geschlossene Formeln und S eine endliche Menge von
geschlossenen Formeln.

1. F ist allgemeingiiltig gdw. jede Herbrand-Interpretation erfillt —sko(—F).
F ist falsifizierbar gdw. eine Herbrand-Interpretation falsifiziert —sko(—F).
F ist erfiillbar gdw. eine Herbrand-Interpretation erfiillt sko(F).

F ist unerfiillbar gdw. jede Herbrand-Interpretation falsifiziert sko(F).

S ist erfiillbar gdw. sko(S) ein Herbrand-Modell besitzt.

F = G gdw. jede Herbrand-Interpretation falsifiziert sko(F A —G).

S = G gdw. jede Herbrand-Interpretation falsifiziert sko(S U {-G}).

N ot woN

Dabei beziehen sich die genannten Herbrand-Interpretationen jeweils auf das Herbrand-
Universum einer Erweiterung der urspriinglichen Sprache um endlich viele Funktionssymbo-
le. m

Aus Satz 3.8.21 folgt ein klassisches Ergebnis.

Satz 3.8.24 (Satz von Léwenheim und Skolem). Jede erfiillbare, geschlossene Formel ei-
ner Sprache £ der PL1S ist erfiillbar durch eine L-Interpretation, deren Universum hochstens
abzahlbar ist.

Beweis: Sei £ eine Sprache der PL1S, und sei F' eine geschlossene £-Formel, die erfiillbar
ist. Nach den Regeln zur Auflésung des Aquivalenzjunktors (Satz 3.3.7 (8)) gibt es eine
geschlossene L-Formel F’ mit FF H F’, in der jedes Quantorvorkommen eine eindeutige
Polaritéat hat.

Nach Satz 3.8.21 gibt es eine Erweiterung £* von £ um endlich viele Funktionssymbole und
eine geschlossene universelle £*-Formel F*, so dass F* = F' und F* erfiillbar ist (ergibt sich
unmittelbar aus Teil (2) von Satz 3.8.21). Nach Satz 3.8.14, da F* universell und erfiillbar
ist, wird F** von einer Herbrand-Interpretation M erfiillt. Da F* |= F', erfillt M auch F.

Das Ergebnis folgt daraus, dass nach Definition 2.3.1 ein Herbrand-Universum héchstens
abzahlbar ist. "

Folgesatz 3.8.25. Jede erfiillbare, endliche Menge von geschlossenen Formeln einer Spra-
che der PL1S ist erfiillbar durch eine Interpretation mit hochstens abzéhlbarem Universum.m
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Bemerkungen: Es gibt weitere Sétze, die den obigen dhneln. In Abschnitt 3.6 wurde bereits
der ,aufsteigende Satz von Lowenheim und Skolem* erwahnt:

Jede Menge von geschlossenen Formeln einer Sprache erster Stufe mit Gleichheit,
die ein Modell mit unendlichem Universum besitzt, besitzt auch ein Modell,
dessen Universum mindestens so grof wie jede beliebige Menge ist.

Satz 3.8.25 wird durch den ,absteigenden Satz von Léwenheim und Skolem* verallgemeinert:

Jede erfiillbare Menge von geschlossenen Formeln einer Sprache £_. mit Gleich-
heit besitzt ein Modell, dessen Universum nicht gréfler als die Menge der £ -
Formeln ist.

Aus diesem Satz folgt, dass die Uberabzihlbarkeit in der PL1S nicht ausdriickbar ist. Dies
hat schwerwiegende Folgen in der Mathematik, in der iiberabzéhlbare Mengen wie z.B. R
eine zentrale Rolle spielen. Fiir die praktische Informatik ist diese Einschrinkung aber nicht
so bedeutsam, weil die Informatik vorwiegend hochstens abzdhlbare Mengen untersucht. m

3.9 Exkurs: Relationale Datenbanken

Eine relationale Datenbank besteht aus einem Datenbank-Schema und den eigentlichen Da-
ten. Das Schema beschreibt die syntaktische Form und sonstige Bedingungen, die von den
Daten eingehalten werden miissen. Mit Begriffen der Logik kann eine relationale Datenbank
formalisiert werden als Tripel D = (£,C, F) mit:
1. L ist eine Sprache der Prédikatenlogik erster Stufe, die keine Funktionssymbole aufler
Konstanten enthélt.

2. C ist eine endliche Menge von geschlossenen, beschrankt quantifizierten £-Formeln,

Integritdtsbedingungen genannt.

3. F ist eine endliche Menge von £-Grundatomen, auch Fakten genannt.

Das Datenbank-Schema (£, C) ist also einfach eine Signatur zusammen mit Integritétsbedin-
gungen. F ist die Menge der eigentlichen Daten. Die Teilmenge der Daten mit dem selben
Relationssymbol p nennt man auch die Relation p.

Beispiel 3.9.1 (Relationale Datenbank). D = (£,C,F) mit folgenden Definitionen ist
eine relationale Datenbank:

L: Reld = {stud} Rel% = {fach} Rel? =0 firn#2,n+#3
C= { VaVyVz (stud(z,y, z) = v fach(z,v)) }

stud (45001, Maier, Anna), fach(45001, Informatik),

stud (45002, Miller, Bernd), fach (45002, Mathematik ),

stud (45003, Schulz, Clara), fach(45003, Mathematik),
fach (45003, Informatik )

F:

Diese Datenbank reprasentiert Matrikelnummer, Name, Vorname von eingeschriebenen Stu-
denten in der Relation stud und die jeweiligen Studienfécher in der Relation fach. Die einzige
Integritatsbedingung verlangt, dass jedem eingeschriebenen Studenten ein Studienfach zu-
geordnet sein muss. Fiir die Daten in F ist das der Fall. Das Studienfach muss aber nicht
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eindeutig sein. Beispielsweise enthélt die Datenbank die Information, dass Clara Schulz so-
wohl Mathematik als auch Informatik studiert. "

Die Menge Fung der Konstanten der Sprache L ist in diesem Beispiel nicht angegeben. Es
wéare auch kaum praktikabel, zum Beispiel alle in der Datenbank zulassigen Familiennamen
a priori im Datenbank-Schema vorzugeben. Deshalb wird die Menge der Konstanten vom
Datenbank-Schema normalerweise offengelassen und lediglich durch Wertebereiche wie string
oder integer fiir die einzelnen Argumente der Relationen eingegrenzt.

An eine Datenbank kénnen Anfragen gestellt werden. Zum Beispiel ist
Ty JxIz(stud(z,y, z) A ~fach(x, Mathematik))

eine Anfrage zur Bestimmung der Namen aller in der obigen Datenbank gespeicherten Stu-
denten, die nicht Mathematik studieren. Das Zeichen ? wird ,select ausgesprochen. Die
einzige Antwort auf die Anfrage ist in diesem Fall Maier/y.

Eine Anfrage hat allgemein die Form ?x; .. .7z, F, wobei F eine £-Formel ist mit fvar(F) =
{z1,...,2,}. Allerdings sind gewisse Formeln in Anfragen problematisch. Was soll man etwa
als Antwort auf die Anfrage 7y —3x3z stud(x,y, z) erwarten? Die Namen der Personen, die
nicht als eingeschriebene Studenten in der Datenbank gespeichert sind, sind ja unbekannt.
Und die Elemente des Wertebereichs string, die von Maier, Miiller, Schulz verschieden sind,
waren schon deshalb keine brauchbare Antwort, weil es unendlich viele davon gibt. Um
derartige Probleme zu vermeiden, schrankt man die Formeln syntaktisch ein.

Definition 3.9.2 (DB-Formel). Fiir eine relationale Datenbank D = (L£,C,F) sind die
Datenbank-Formeln, kurz DB-Formeln, wie folgt induktiv definiert:

1. Jede atomare £-Formel ist eine DB-Formel.

2. Sind G und G; und Go DB-Formeln, so sind auch =G und (G A G2) und (G1 V G2)
DB-Formeln.

3. Ist A eine atomare DB-Formel mit {x;,...,z,} C var(A) und ist G eine DB-Formel, so
sind auch Vz; ...Vz, (A= G) und 3z, ...3z, A und 3z; ... 3z, (AAG) DB-Formeln.

Eine Integrititsbedingung ist eine geschlossene DB-Formel. Eine Anfrage ist entweder ei-
ne geschlossene DB-Formel oder hat die Form ?x;...7x, F, derart dass Jxy...3dz, F ei-
ne geschlossene DB-Formel ist. Anfragen, die geschlossene DB-Formeln sind, werden auch
Ja/Nein-Anfragen genannt. "

Die nach dieser Definition erlaubten Gestalten von Anfragen entsprechen Konstrukten der
relationalen Datenbank-Anfragesprache SQL. Eine Anfrage 7z p(...) entspricht dem SQL-
Konstrukt SELECT z FROM p. Eine Anfrage 7z (p(...) A G) entspricht dem SQL-Konstrukt
SELECT = FROM p WHERE (. Allerdings beruht SQL auf einem Tupel-Kalkiil, so dass die
Variablen eine etwas andere Bedeutung haben.

Die oben definierten syntaktischen Einschrénkungen fiir Anfragen und Integritétsbedin-
gungen dhneln den beschrinkt quantifizierten Formeln aus Abschnitt 2.7, sind aber enger
als notwendig und fiir praktische Zwecke wiinschenswert. Weniger restriktive Definitionen
finden sich in der Literatur unter Bezeichnungen wie ,sichere” Formeln, ,erlaubte* Formeln,
,bereichsbeschrankte* Formeln.

93



3 Semantik

Definition 3.9.3 (Giiltigkeitsbeziehung). Sei D = (L£,C,F) eine relationale Datenbank.
Die Giiltigkeitsbeziehung D ke F (,in D gilt F*) ist fiir eine Anfrage F' wie folgt rekursiv
definiert. Es bezeichne Ag,.,nq ein Grundatom, A eine atomare DB-Formel, und G, G1, G2
DB-Formeln.

D Iﬁt Agrund gdW F ': Agrund

Dk -G gdw. DRKEG

D lﬁt (Gl VAN GQ) gdw. D lﬁt G171 und D lﬁt Go

Dk (G1VGs) gdw. D Rk Gy oder D k Gy
DRrVz... Vo,(A=G) gdw. Dk —Jzy...3z, (AN-G)

Dk 3xy... 32, A gdw. es gibt Grundterme cy,...,c, mit

D Iﬁt A[cl/xl] ce [Cn/.ilfn]
Dk 3xy...32, (ANG) gdw. es gibt Grundterme cq,...,c, mit
Dk (ANG)cr/x1]. .. [en/zn]

DRr?...7%, G gdw. DRk 3zy...32, G
Im Fall D k¢ F mit F' =7z ...72, G nennt man jede Menge von Paaren {cy/z1,...,¢c,/xn}
mit D k Gle1/z1]. .. [en/xy] eine Antwort zu der Anfrage F'. Ist F' eine Ja/Nein-Anfrage,
also geschlossen, ist die Antwort ,,ja* falls D k F', andernfalls ,nein‘. n

Diese Definition erklart die Giiltigkeitsbeziehung nicht fiir DB-Formeln mit freien Varia-
blen, sondern nur fiir geschlossene DB-Formeln sowie fiir die mit dem Zeichen ? gebildeten
Anfragen. Letztere sind im wesentlichen auch geschlossene DB-Formeln, wobei 7 wie ein
Existenzquantor behandelt wird, fiir den zusétzlich die Antworten geliefert werden.

Die Giiltigkeitsbeziehung D k¢ F' erinnert rein duflerlich an die Folgerungsbeziehung, da
auf der linken Seite mit D genaugenommen die Formelmenge F gemeint ist und rechts
eine Formel steht. Aber die Unterschiede sind betréchtlich, vor allem im Hinblick auf die
Behandlung der Negation.

Betrachten wir die obige Beispieldatenbank und die Anfrage A = fach(45001, Mathematik).
Fiir dieses Grundatom A besteht weder die Folgerungsbeziehung F = A noch die Folge-
rungsbeziehung F |= —A, denn es gibt Modelle von F, in denen Anna Maier nur Informatik
studiert und auch Modelle von F, in denen sie sowohl Informatik als auch Mathematik stu-
diert. Vereinfacht gesagt: iiber das, was nicht in der Datenbank steht, weifl man mit der
Folgerungsbeziehung nichts.

Da die Folgerungsbeziehung F = A nicht besteht, besteht nach Definition 3.9.3 auch
nicht die Giiltigkeitsbeziehung D ke A, also besteht die Giiltigkeitsbeziehung D r —A. Mit
anderen Worten, in der Datenbank gilt, dass Anna Maier nicht Mathematik studiert. Die
Giltigkeitsbeziehung legt fest, dass von allem, was nicht in der Datenbank steht (und auch
nicht daraus folgt), die Negation gilt.

Die Folgerungsbeziehung |= besitzt die sogenannte Monotonie-Eigenschaft: wenn S = F
und S C ', dann auch S’ = F, wobei S, S’ Formelmengen bezeichnen und F' eine Formel.
Die Giiltigkeitsbeziehung g besitzt diese Eigenschaft dagegen nicht. Wenn man sich aber
auf negationsfreie Anfragen beschréinkt, ist die Giiltigkeitsbeziechung g doch monoton. Da
die Nichtmonotonie von g nur durch die Behandlung der Negation verursacht wird, sagt
man vereinfachend auch, diese Behandlung der Negation sei nichtmonoton, manchmal auch,
die dadurch definierte Variante der Negation sei nichtmonoton.

Die Behandlung der Negation mit der nichtmonotonen Giiltigkeitsbezichung ke ist fiir
viele Anwendungen niitzlich und natiirlich, manchmal sogar natiirlicher als die Behandlung
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mit der Folgerungsbezichung. Typische Beispiele dafiir sind Fahrplane. Normalerweise inter-
pretiert man sie so, dass Verkehrsverbindungen, die nicht im Fahrplan stehen, auch nicht
existieren.

Nach Definition 3.9.2 sind Integritdtsbedingungen einfach Sonderfille von Anfragen, ndm-
lich geschlossene DB-Formeln. Die Komponente C einer relationalen Datenbank D = (£,C, F)
besteht aus solchen Integritdtsbedingungen. Diese haben aber fiir die Definition der Giiltig-
keitsbeziehung keine Rolle gespielt. Sie dienen nur dazu, unter den rein syntaktisch méglichen
Datenbankinhalten zwischen zulédssigen und unzuléssigen zu unterscheiden.

Definition 3.9.4 (konsistent [Datenbank]). Eine relationale Datenbank D = (£,C,F)
heifit konsistent, wenn D R F fiir jedes F' € C. "

Die obige Beispieldatenbank ist konsistent. Zum Nachweis, dass die einzige Integritéatsbe-
dingung in D gilt, wenden wir Definition 3.9.3 an:

D ke VaVyVz (stud(z,y, z) = Jv fach(x,v))
gdw. D ke —3xIyIz (stud(x,y, z) A =Jv fach(x,v))
gdw. D p Jx3Iy3z (stud(x,y, z) A ~3v fach(x,v))
gdw. es gibt keine Grundterme ¢y, co, ¢ mit

D ke (stud(ci, ca,c3) A =3 fach(ci,v))

Diese letzte Konjunktion kann nur dann in D gelten, wenn ihre linke Teilformel in D gilt.
Die einzigen Grundterme, fiir die das der Fall ist, konnen direkt der Relation stud entnommen
werden: stud (45001, Maier, Anna), stud (45002, Miller, Bernd), stud (45003, Schulz, Clara).
Fiir alle anderen Grundterme ist mit Sicherheit ausgeschlossen, dass die Konjunktion in D
gelten kann. Die Definition der DB-Formeln bewirkt, dass die Grundterme fiir quantifizierte
Variablen immer auf diese Weise direkt aus einer Relation entnommen werden kénnen. Wir
kénnen die obige Argumentation also fortsetzen:

gdw. D B (stud (45001, Maier, Anna) A =3v fach(45001,v)) und
D ¥ (stud (45002, Miller, Bernd) A =3v fach(45002,v)) und
D B (stud (45003, Schulz, Clara) A —=3v fach (45003, v))

gdw. D p —3v fach(45001,v) und
D B —3v fach(45002,v) und
D B —3v fach(45003, v)

gdw. D Rk 3v fach(45001,v) und
D k& Fv fach(45002,v) und
D Rk 3v fach(45003, v)

Jetzt konnen die erforderlichen Grundterme direkt aus der Relation fach in der Beispiel-
datenbank abgelesen werden, womit der Nachweis der Konsistenz sofort abgeschlossen wird.

Definition 3.9.5 (Intendiertes Modell [Datenbank]). Das intendierte Modell einer rela-
tionalen Datenbank D = (£,C, F) ist die von der Menge F von Grundatomen reprasentierte
Herbrand-Interpretation Hy (F). u

Satz 3.9.6. Sei D = (L,C,F) eine relationale Datenbank und F' eine geschlossene DB-
Formel. Es gilt D k F gdw. He(F) |E F.

Beweis: Strukturelle Induktion und Satz 3.8.10. n
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Die Giiltigkeitsbeziehung ist also keine Folgerungsbeziehung, sondern einfach die Modell-
beziehung beziiglich des intendierten Modells der Datenbank. Dementsprechend werden die
eigentlichen Daten einer Datenbank in moderneren theoretischen Arbeiten auch nicht als
eine Menge von Grundatomen formalisiert, sondern als eine Interpretation: D = (£,C, M)
wobei M eine L-Interpretation ist mit M = C. In diesem Rahmen besteht die Anfrageaus-
wertung also darin, zu iiberpriifen, ob und fiir welche Grundterme eine Anfrage von dieser
gegebenen Interpretation erfiillt wird.

Das intendierte Modell der Datenbank kann wie in diesem Abschnitt durch eine Menge von
Grundatomen spezifiziert werden, aber auch durch andere Formeln. Damit sind insbesondere
auch die sogenannten Sichten oder ,Views" von relationalen Datenbanksystemen erfasst.

Betrachten wir wieder die obige Beispieldatenbank D, aber mit der Erweiterung, dass
die Sprache L ein weiteres zweistelliges Relationssymbol infostud enthélt. Als zusétzliche
Komponente enthalte D die Formelmenge

V= {VyVZ( Jz[stud(x,y, z) A fach(x, Informatik)] = infostud(y, z) )}

Intuitiv definiert diese Sicht eine abgeleitete Relation infostud, die Namen und Vornamen
der Personen représentiert, die als eingeschriebene Informatikstudenten in der Datenbank
gespeichert sind. Auf die Anfrage 7y?z infostud(y,z) werden also genau die Antworten
{Maier/y, Anna/z} und {Schulz/y, Clara/z} erwartet.

Das intendierte Modell dieser erweiterten Datenbank ist die Herbrand-Interpretation Hz (B)
mit der kleinsten Menge B von Grundatomen, fiir die H(B) die Formelmenge F UV erfiillt.
In diesem Beispiel ist B = FUF' mit F' = {infostud(Maier, Anna), infostud(Schulz, Clara)}.

Man nennt F auch die extensionalen Daten und F' die intensionalen Daten der Daten-
bank D. Semantisch reprisentieren F UV und F U F’ das selbe intendierte Modell. Das
bedeutet, dass ein Datenbanksystem die Wahl hat, ob es tatséchlich F und V abspeichert
und die Formeln in V bei jeder Anfrage geeignet auswertet, oder ob es in einem Vorverar-
beitungsschritt die Menge F’ von Grundatomen berechnet und abspeichert (,materialisiert*)
und Anfragen mittels F U F’ beantwortet.

Ublicherweise ist fiir die Formeln in V die gleiche syntaktische Gestalt zugelassen wie fiir
Integritdtsbedingungen. Die obige Formel ist keine DB-Formel gemé&f Definition 3.9.2, da
die Teilformel links vom Implikationsjunktor keine atomare Formel ist. Die Definition der
DB-Formeln kann aber entsprechend angepasst werden. Von der zugelassenen syntaktischen
Gestalt der Formeln in V hingt auch ab, wie das intendierte Modell der Datenbank genau
definiert ist.
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3.10 Die natiirlichen Zahlen und das Induktionsaxiom

In diesem Abschnitt betrachten wir die Menge N der natiirlichen Zahlen mit der Zahl 0 und
der Nachfolgerfunktion 1+ : N — N, n + 1+(n) := 1 + n und folgenden Eigenschaften:

1. Kein Wert der Nachfolgerfunktion 14 ist 0.
2. Die Nachfolgerfunktion 1+ ist injektiv.

3. Fiir jede Teilmenge X der Menge der natiirlichen Zahlen gilt: Enthilt X die Null
und mit jedem Element auch dessen Nachfolger, dann ist X die gesamte Menge der
natiirlichen Zahlen.

Ob die intuitiven natiirlichen Zahlen diese drei Eigenschaften tatséchlich besitzen, insbe-
sondere die dritte, kann selbstverstdndlich hinterfragt werden. Diese philosophische Frage
soll uns aber hier nicht weiter beschéftigen. Aus mathematischer Sicht werden sie einfach
postuliert und sogar zur Grundlage einer Formalisierung der natiirlichen Zahlen in der Pra-
dikatenlogik gemacht. Fiir eine solche Formalisierung benutzen wir folgende Hilfsmittel.

Definition 3.10.1. Sei £, die Sprache der Prédikatenlogik erster bzw. zweiter Stufe mit

Gleichheit, die aus einer Konstanten o und einem einstelligen Funktionssymbol s besteht.
Es bezeichne (N, 0, 14+) die normale £, ¢-Interpretation (N, Aby, Uy) mit Aby(o) = 0 und

Abn(s) = 1+ und Uy(z) = 0 fiir jede Variable . "

In der Sprache £, s soll also die Konstante o fiir die natiirliche Zahl 0 stehen und das Funk-
tionssymbol s fiir die Nachfolgerfunktion 1+. Damit kénnen die obigen drei Eigenschaften
durch drei geschlossene £, -Formeln formalisiert werden.

Definition 3.10.2 (Peano’sches Axiomensystem).

P1: Yz —(s(z) = o)

P2: YaVy (s(z) =s(y) = z=1y)

P3: VX [ (X(o) A Yy [X(y) éX(s(y))]) = Yz X(2)

(Induktionsaxiom) n

Da wir postulieren, dass die natiirlichen Zahlen die genannten drei Eigenschaften besitzen,
ist die £, s-Interpretation (N, 0, 1+) ein Modell der Formelmenge {P1, P2, P3}. Wir werden
sehen, dass alle anderen normalen Modelle des Peano’schen Axiomensystems zu diesem Mo-
dell isomorph sind, das heifit, im wesentlichen identisch.

Definition 3.10.3 (isomorphe Interpretationen). Sei £ eine Sprache der Pradikatenlogik
erster oder zweiter Stufe und seien M; = (D, Aby,Ur) und My = (Da, Aby,Us) zwei L-
Interpretationen.

Eine Funktion p : D1 — Ds heifit ein Isomorphismus von M; auf M, wenn:

1. p: Dy — Dy ist eine Bijektion.

2. Fiir jede Konstante ¢ gilt p(cM) = M2,

3. Fiir jedes n-stellige (n > 1) Funktionssymbol f und alle dy,...,d, € D; gilt
p(fM(da, .. dn)) = f2(u(dr), . pldn).
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4. Fiir jedes nullstellige Relationssymbol p gilt p™t = pM2.

5. Fiir jedes n-stellige (n > 1) Relationssymbol p und alle dy,...,d, € D; gilt
(dy,...,dy) € p™M gdw. (u(dy), ..., u(dy)) € pM2.

Gibt es einen Isomorphismus von M; auf Ms, dann heiflen M7 und Ms isomorph. n

Genaugenommen miisste die Definition auch Bedingungen fiir die Umgebungen enthalten.
Wir betrachten aber nur geschlossene Formeln, so dass die Umgebungen keine Rolle spielen.

Satz 3.10.4 (Isomorphiesatz). Sind M; und M isomorphe L-Interpretationen, so gilt fiir
jede geschlossene £-Formel F: My = F gdw. My = F.

Beweis: strukturelle Induktion. n

Bevor wir die Modelle des Peano’schen Axiomensystems untersuchen, betrachten wir die
Formel P3 genauer. Sie ist eine Formel der Pradikatenlogik zweiter Stufe. Diese Formel wird
als Induktionsaxiom bezeichnet, weil sie die Grundlage fiir Induktionsbeweise liefert.

Satz 3.10.5 (vollstandige Induktion). Sei M = (D, Ab,U) eine L, s-Interpretation, die
das Induktionsaxiom P3 erfiillt. Um zu zeigen, dass jedes Element von D eine Eigenschaft £
besitzt, genligt es, zu zeigen:

1. Induktionsbasis: Ab(o) besitzt die Eigenschaft &.

2. Induktionsschritt: Fiir jedes d € D, das die Eigenschaft £ besitzt, besitzt auch
Ab(s)(d) die Eigenschaft £.

Beweis: Sei Dg die Relation (das heifit, Teilmenge) derjenigen Elemente von D, die die
Eigenschaft £ besitzen. M erfiillt P3 insbesondere auch fiir den Fall, dass X mit Dg inter-
pretiert wird, mit anderen Worten:

MDg/X] | (X(0) A Vy[X(@) = X(sw)]) = VzX(2) (+)

Wegen der Induktionsbasis gilt Ab(o) € Dg, also M[Dg/X] = X (0). Wegen des Induktions-
schritts gilt fir jedes d € D: wenn d € Dg so Ab(s)(d) € D¢, das heifit, fiir jedes d € D gilt
M[De/X)[d/y] E [X(y) = X(s(y))], also M[Dg/X] |= ¥y [X(y) = X(s(y))]. Mit diesen
beiden Ergebnissen gilt wegen (x) auch M[Dg/X] | Vz X(z), fiir jedes d € D gilt damit
d € Dg, also besitzt jedes d € D die Eigenschaft &£. ]

Dieses Beweisprinzip ist fiir jede £, s-Interpretation anwendbar, die P3 erfiillt, also insbe-
sondere auch fiir (N, 0, 14). Spezialisiert fiir diese Interpretation lautet die Induktionsbasis,
dass 0 die Eigenschaft £ hat und der Induktionsschritt, dass fiir jedes n € N mit Eigen-
schaft £ auch 1+(n) die Eigenschaft £ hat. Das ist genau das {ibliche Beweisprinzip der
vollstédndigen Induktion fiir die natiirlichen Zahlen, das wir schon mehrfach benutzt haben.

Aus der Tatsache, dass (N, 0, 1+) ein normales Modell der Formelmenge {P1, P2, P3} ist,
kann man weitere bekannte Eigenschaften der natiirlichen Zahlen ableiten, die wir bisher
schon benutzt haben. Dazu gehért zum Beispiel ein Prinzip der rekursiven Definition von
Funktionen auf N oder auch, dass es zu jedem n € N mit n # 0 ein k € N gibt mit n = 1+(k).

Das soll aber hier nicht im einzelnen durchgefithrt werden. Wir werden derartige Eigen-
schaften der natiirlichen Zahlen weiterhin, wie bisher, einfach voraussetzen und benutzen,
ohne sie formal daraus abzuleiten, dass (N, 0, 1+) das Peano’sche Axiomensystem erfiillt.
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Satz 3.10.6 (Satz von Dedekind). Jedes normale Modell der Formelmenge {P1, P2, P3}
ist mit (N, 0, 14+) isomorph.

Beweis: Sei M = (D, Ab,U) ein normales Modell von {P1, P2, P3}. Wir definieren eine
Funktion g : N — D rekursiv fiir alle natiirlichen Zahlen:

)

W0) = Abo)
u(l+(n)) = Ab(s)(u(n)) firallen e N

Diese Funktion erfiillt nach Konstruktion die Forderungen 2. und 3. von Definition 3.10.3.
Da = das einzige Relationssymbol in £, s ist, gilt trivialerweise auch Forderung 4. Die For-
derung 5. reduziert sich wegen der Normalitdt beider Modelle darauf, dass fiir alle m,n € N
gilt m =n gdw. u(m) = p(n). Das folgt unmittelbar, wenn die Funktion auch Forderung 1.
erfiillt, also eine Bijektion ist, was noch zu zeigen bleibt.

Fiir die Injektivitat von p zeigen wir durch vollstdndige Induktion, dass jede natiirliche
Zahl n folgende Eigenschaft besitzt:

E(n): Fiir alle m € N gilt, wenn m # n, dann pu(m) # u(n).

Induktionsbasis n = 0: Sei m # 0. Dann ist m = 1+(k) fiir ein & € N. Also ist u(m) =
w(l+(k)) = Ab(s)(u(k)). Da M das Axiom P1 erfillt, gilt Ab(s)(u(k)) # Ab(o). Wegen
Ab(o) = p(0) gilt also p(m) # u(0).

Induktionsschritt n — 14(n): Es gelte E(n). Sei m # 14(n). Falls m = 0, wird wie im
Basisfall gezeigt, dass u(m) # wu(1+(n)). Andernfalls ist m = 1+(k) fir ein k£ € N, also
(k) # 1+(n) und damit k& # n. Nach Induktionsannahme gilt dann pu(k) # w(n). Da
M das Axiom P2 erfiillt, ist Ab(s) injektiv, so dass auch Ab(s)(u(k)) # Ab(s)(u(n)) gilt.
Anwendung der Definition von p auf beiden Seiten ergibt p(14+(k)) # u(1+(n)), das heifit,
() £ p(1+(n)).

Fiir die Surjektivitdt von p nutzen wir aus, dass M das Induktionsaxiom P3 erfiillt. Wir
zeigen durch vollstdndige Induktion die Surjektivitdt von u, dass also jedes Element von D
zum Bild von p gehort.

Induktionsbasis Ab(o): Da u(0) = Ab(o), gehort Ab(o) zum Bild von p.

Induktionsschritt d — Ab(s)(d): Sei d im Bild von p, das heifit, es gibt ein n € N mit
p(n) = d. Nach Definition ist p(1+(n)) = Ab(s)(u(n)), also u(1+(n)) = Ab(s)(d), das heifit,
Ab(s)(d) gehort zum Bild von p. n

Das Peano’sche Axiomensystem hat also die Eigenschaft, dass alle seine normalen Modelle
isomorph zu (N, 0, 1+) sind. Unter Anwendung des Endlichkeitssatzes kann gezeigt werden,
dass keine Menge von geschlossenen L, -Formeln der Prédikatenlogik erster Stufe diese
Eigenschaft hat. Das bedeutet, dass das Induktionsaxiom P3 nicht in der Prédikatenlogik
erster Stufe ausdriickbar ist.

Da der Endlichkeitssatz fiir die Pradikatenlogik erster Stufe erst in Kapitel 4 bewiesen
wird, wird auch die Nichtausdriickbarkeit des Induktionsaxioms erst dort behandelt.
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3.11 Exkurs: Semantik von Modal- und Temporallogiken

Modallogik. Um die Bedeutung von modallogischen Formeln festzulegen, miissen neben
den Funktions- und Relationssymbolen und den klassischen Junktoren und Quantoren auch
die Modaljunktoren O und < beriicksichtigt werden.

Eine Modalinterpretation M fiir eine Sprache £ der Modallogik erster Stufe basiert auf ei-
ner Menge W von ,moglichen Welten®. Zu jeder Welt w € W gehort eine klassisch-logische £-
Interpretation M, — also eine Interpretation fiir die Sprache £ im Sinne von Definition 3.5.4,
ohne Beriicksichtigung von Modaljunktoren. Die verschiedenen Welten mit ihren Interpre-
tationen kénnen zum Beispiel verschiedene Sichten iiber die Wirklichkeit reprisentieren.

Man legt zunéchst fest, was es heiflen soll, dass die Modalinterpretation M eine Formel F'
in einer Welt w € W erfiillt. Die Notation dafiir ist:

M=, F

Ist F' eine Formel, in der kein Modaljunktor vorkommt, so soll M |=,, F' einfach bedeuten,
dass M,, = F im Sinne von Definition 3.5.7 gilt. Die Beziehung M =, F ist in diesem Fall
also die klassische Modellbeziehung fiir die Interpretation, die zur Welt w gehort.

Hat F' die Gestalt OG, wird auf eine ,Erreichbarkeitsrelation” E iiber W zuriickgegriffen.

M =, OG
soll gelten, wenn M |, G fir alle Welten v gilt, die aus w erreichbar sind, d.h., fir alle v
mit (w,v) € E.

M =, OG
soll gelten, wenn M =, G fiir mindestens eine Welt v gilt, die aus w erreichbar ist.

Die Junktoren O und < ermdglichen also eine Art Quantifizierung iiber die erreichbaren
Welten. Die sonstigen Symbole werden wie in der klassischen Logik interpretiert.

Eine Modalinterpretation M erfiillt eine Formel F', geschrieben wie iiblich M |= F', wenn
die Formel in jeder Welt von M erfiillt ist, d.h., wenn M =, F fiir alle w € W.

Um gewisse technische Schwierigkeiten zu vermeiden, wird oft — aber nicht immer! —
verlangt, dass die Universen der klassisch-logischen Interpretationen M, beziiglich der Er-
reichbarkeitsrelation monoton sind, d.h.,

wenn (wy,wz) € E, dann Univ(My,) C Univ(M,,)
und dass die Konstanten in zwei klassisch-logischen Interpretationen gleich interpretiert wer-
den, wenn die eine aus der anderen erreichbar ist, d.h.,
wenn c eine Konstante ist und (w1, ws) € F, dann ¢Mw1 = Mw,
Man sagt dann, dass die Konstanten in der Modalinterpretation rigide sind. Wir werden im
folgenden beide Eigenschaften voraussetzen.

Definition 3.11.1 (Interpretation [Modallogik]). Sei £ eine Sprache der Modallogik erster
Stufe. Eine £-Modalinterpretation ist ein Tripel M = (W, E, { My, }wew ) mit:

1. W ist eine nichtleere Menge, die Menge der Welten.

F ist eine zweistellige Relation iiber W, d.h., ECW x W.

Fiir jedes w € W ist M,, eine L-Interpretation gemafl Definition 3.5.4.
Wenn (wy,we) € E, dann Univ(My, ) € Univ(M,y,).

Wenn (w1, ws) € F und ¢ eine Konstante ist, dann ™1 = ¢

ANl O o

M,

Ist (W, E,{ My }wew) eine Modalinterpretation, so wird das Paar (W, E), also der gerichtete
Graph der Welten mit der Erreichbarkeitsrelation, auch ,Frame* genannt. n
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Modalinterpretationen werden auch ,Kripke-Interpretationen“ genannt, nach ihrem Er-
finder Saul Kripke von der Princeton University. In Abgrenzung zur , Tarski-Semantik* der
Pradikatenlogik spricht man oft auch von der ,Kripke-Semantik® der Modallogik.

Definition 3.11.2.  Sei £ eine Sprache der Modallogik erster Stufe, M = (W, E, { My, }wew )

eine £-Modalinterpretation, und fiir jedes w € W sei My, = (Dy, Aby, Uy) geméf Defini-

tion 3.5.4. Sei x eine Variable von £ und d € U D,, ein Element eines Universums von M.
weW

__ My, falls d ¢ D,
Myld/z] = { (Dy, Aby, Uyld/x]) geméB Notation 3.5.6 falls d € D,,
Mld/z] = (W,E,{Myld/z]}wew) .

Damit ist M|[d/z] die £-Modalinterpretation, die aus M entsteht, wenn die Umgebung
jeder Welt, deren Universum d enthélt, fiir die Variable x umdefiniert wird zu d. Die Welten,
in deren Universen d nicht vorkommt, bleiben unverédndert, und das ist der wesentliche Punkt
dieser Definition. Fiir eine Welt w mit d ¢ D,, wére némlich (D, Aby, U,[d/x]) keine L-
Interpretation nach Definition 3.5.4, und die Auswertung von Termen, die Modellbeziehung
und dhnliches wéren fiir dieses Gebilde nicht vollsténdig definiert.

So aber ist sichergestellt, dass M|[d/xz] jeder Welt eine L-Interpretation zuordnet und alle
bisherigen Definitionen anwendbar sind.

Definition 3.11.3 (Modellbeziehung [Modallogik]). Sei £ eine Sprache der Modallogik
erster Stufe. Sei M = (W, E,{M, }wew) eine £-Modalinterpretation, w € W und F eine
L-Formel.

e Die Bezichung M |=,, F ist rekursiv tiber den Aufbau von F' definiert wie folgt:

ME, A gdw. M, E A fir A Atom, T oder L
M =, -G gdw. M [, G nicht gilt
M ):w (Gl A GQ) gdw. M ):w G und M ):w Gy
M ):w (G1 V Gg) gdw. M ):w G oder M }:w Gy
M =, (G1=G3) gdw. wenn M =, Gy, s0 M =, Go
M =y (GieGa) gdw. entweder M =, G und M |, Go,

oder weder M |=,, G; noch M =, G
M=, Ve G gdw. fiir alle d € Univ(M,,) gilt M[d/z] =, G
ME, 3G gdw. es gibt d € Univ(M,,) mit M[d/z] =, G
M &, OG gdw. fiir alle v € W mit (w,v) € E gilt M =, G
M =, OG gdw. es gibt v € W mit (w,v) € E, so dass M =, G

e Die Modellbeziehung M = F gilt genau dann, wenn fiir alle w € W die Beziehung
M =y F gilt. Man sagt dann auch, M erfillt F' oder M ist ein Modell von F'. n

Man muss also drei Beziehungen auseinanderhalten: M, = F und M =, F und M | F.

M,, = F ist die Modellbeziehung der klassischen Pradikatenlogik erster Stufe nach Defi-
nition 3.5.7. Sie bezieht sich auf eine Welt w von M und ist nur erkldrt, wenn in F' keine
Modaljunktoren vorkommen.
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M |=,, F bezieht sich ebenfalls auf eine Welt w von M, ist aber auch dann erkléart, wenn
die Modaljunktoren O und < in F' vorkommen. Die obige Definition von |=,, unterscheidet
sich von Definition 3.5.7 nur deshalb, weil die Fille fiir die Modaljunktoren hinzukommen.
Enthélt eine Formel F' keine Modaljunktoren, kommen die zusétzlichen Fille ,M =, OG*
und , M =, OG* nicht zur Anwendung, und M =, F gilt genau dann, wenn M,, = F gilt.

Die Modellbeziehung M = F' schliefllich ist fiir Formeln mit Modaljunktoren erklart und
unabhéngig von einer Welt von M. Die Bedingung ,fiir alle w € W ...” in der obigen De-
finition hat zur Folge, dass diese Beziehung nicht die gleichen Eigenschaften hat wie die
Modellbeziehung der klassischen Pradikatenlogik, obwohl sie vollig gleich geschrieben wird.
Wir gehen auf diese Unterschiede ein, nachdem wir zunéchst ein Beispiel fiir die Anwendung
der Definition betrachten.

Beispiel 3.11.4. Sei M = (W, E,{My, }wew) mit W = {wp, w1, ws} und Erreichbarkeits-
relation £ = {(wop,w1), (wo,ws2)}. Fiir die zugehorigen L-Interpretationen gelte M,,, = p,

My, = q und My, = p, My, ¥ qund My, = p, My, ¥ q.

Es gilt M =y, Op (wegen wy) und M =y, O-p (wegen we) und M -, Op (wegen wo).
Da aus w; gar keine Welt erreichbar ist, gilt M =, Op, aber M &, <p.

Ferner gilt weder M |= p noch M |= —p, weil keine der beiden Formeln in allen Welten
von M erfiillt ist, aber zum Beispiel gilt M |= O-gq, weil d—q in jeder Welt von M erfiillt
ist: in wy wegen M |=,, —q und M |=,, —q, und in w; und in ws, weil aus diesen Welten
gar keine Welt erreichbar ist. n

Satz 3.11.5. Seien L eine Sprache der Modallogik erster Stufe. Sei M = (W, E, { My, }wew )
eine £-Modalinterpretation. Seien F' und G geschlossene £-Formeln.
1. Wenn M |= —F dann M (= F.
Die Gegenrichtung gilt im allgemeinen nicht.

2. Wenn M = F oder M =G dann M = (F Vv G).
Die Gegenrichtung gilt im allgemeinen nicht.

3. MEFund M EG gdw. M = (FAG).

Beweis:

1. Es gelte M = —F. Nach Definition 3.11.3 gilt fiir alle w € W die Beziehung M |=,, —F.
Das heifit nach Definition, dass fiir alle w € W die Beziehung M =, F' nicht gilt. Da
W nicht leer ist, gibt es somit mindestens ein w € W fiir das M |=,, F nicht gilt.
Also gilt nicht fiir alle w € W die Beziehung M |=,, F', das heifit nach Definition, dass
M = F nicht gilt.

Die Gegenrichtung wird durch Beispiel 3.11.4 widerlegt. Dort gilt M |= p nicht, aber
M = —p gilt auch nicht.

2.,3. Ubung. L]

In der klassischen Pradikatenlogik erster Stufe gilt in allen diesen Féllen ,,gdw.”, und zwar
einfach nach Definition der Modellbeziehung |=. Der Unterschied kommt daher, dass die
Modellbeziehung |= der Modallogik mit der Bedingung ,fiir alle w € W ...“ definiert ist.
Man kann also Eigenschaften, die die Modellbeziechung in der Pradikatenlogik hat, in der
Modallogik nicht einfach voraussetzen — manche iibertragen sich, manche nicht.
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Fiir eine Formel mit Modaljunktoren und Variablen héngt die Definition auf eine nicht
ganz offensichtliche Weise von der Monotonie-Annahme ab. Betrachten wir die Beziehung
M [, YzOp(x). Sie gilt genau dann, wenn fiir jedes d aus dem Universum der Welt w
die Beziehung M[d/x] =, Op(z) gilt, also genau dann, wenn fiir jede aus w erreichbare
Welt v gilt M,[d/z] = p(z). Die Monotonie-Annahme stellt sicher, dass jedes dieser d im
Universum jeder dieser Welten v vorkommt, so dass in allen Fillen die Umgebung tatséchlich
der Variablen x den Wert d zuordnet. Diejenigen Welten, deren Umgebungen durch [d/x]
nicht beeinflusst werden, kénnen nicht aus w erreicht werden und sind deshalb irrelevant.

Definition 3.11.6 (semantische Begriffe [Modallogik]). Sei £ eine Sprache der Modallo-
gik erster Stufe.

e Eine L-Formel F heifit allgemeingiiltig, wenn sie von jeder L£-Modalinterpretation er-
fillt wird, andernfalls falsifizierbar.

e Aus F folgt G, notiert F' = G, gdw. fiir jede Modalinterpretation M gilt: wenn M |= F
dann M = G (jedes Modell von F' ist auch Modell von G). "

Diese Definitionen sind vollig analog zu den entsprechenden Definitionen der klassischen
Pradikatenlogik erster Stufe (Definition 3.5.8). Aber da die Modellbeziehung = andere Ei-
genschaften hat, hat auch die Folgerungsbeziehung andere Eigenschaften.

Satz 3.11.7. Sei L eine Sprache der Modallogik erster Stufe. Seien F' und G geschlossene
L-Formeln.

Wenn (F' = G) allgemeingiiltig ist, dann F' = G.

Die Gegenrichtung gilt im allgemeinen nicht.

Beweis:  Vorausgesetzt sei, dass (F' = G) allgemeingiiltig ist, das heifit, fiir jede Modal-
interpretation M gelte M = (F = G).

Sei M = (W, E,{My }wew) eine Modalinterpretation mit M = F. Nach Voraussetzung gilt
auch M = (F = G). Sei w € W beliebig, aber fest. Nach Definition gilt M =, F' und
M =, (F = G). Nach Definition 3.11.3 gilt dann auch M =, G. Da w beliebig ist, gilt fiir
alle w € W die Beziehung M =, G, das heifit, M = G.

Zur Widerlegung der Gegenrichtung betrachten wir eine Sprache £ mit einem nullstelligen
Relationssymbol p und die Formeln p fiir F' und Op fir G.

Um zu zeigen, dass die Folgerungsbeziehung p = Op gilt, sei M = (W, E, { M, }wew ) eine
Modalinterpretation mit M = p. Sei wy € W. Weil M |= p gilt, gilt M =, p fiir alle w € W,
unter anderem fiir alle wy € W, so dass (wy,wz) € E. Also gilt M =, Op. Da w; beliebig
ist, gilt M = Op. Damit gilt die Folgerungsbeziehung p = Op.

Es bleibt zu zeigen, dass (p = Op) nicht allgemeingiiltig ist. Sei M die Modalinterpretation
aus Beispiel 3.11.4. In diesem Beispiel gilt M,,, = p und M,,, = Op, also M -, (p = Op),
also M £~ (p = Op). Damit ist (p = Op) nicht allgemeingiiltig. "

Im Fall der klassischen Pradikatenlogik erster Stufe gilt auch die Gegenrichtung (vergleiche
Satz 3.5.9). Im Fall der Modallogik ist dagegen die Eigenschaft, dass zwischen zwei Formeln
F und G die Folgerungsbeziehung F' |= G gilt, schwécher als die Eigenschaft, dass ihre Im-
plikation (F = G) allgemeingiiltig ist. Aus diesem Grund fiihren wir die logische Aquivalenz
F H G gar nicht erst ein.
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,Rechenregeln” analog zu Satz 3.5.14 werden fiir die Modallogik tiblicherweise nicht in der
Form ,F H G“ formuliert, sondern in der Form ,(F < G) ist allgemeingiiltig®. Wir zeigen
exemplarisch einige dieser Rechenregeln fiir Formeln mit Modaljunktoren.

Satz 3.11.8. Sei L eine Sprache der Modallogik erster Stufe. Sei F' eine geschlossene L-
Formel, G[z] eine £-Formel, in der nur die Variable z frei vorkommt.

1
2
3
4

. (OF & =0~ F) ist allgemeingiiltig.

(OF = OF) ist falsifizierbar, also nicht allgemeingiiltig.
(OVzGlz] = VzOG[z]) ist allgemeingiiltig.
(VzOG[x] = OVzG[x]) ist falsifizierbar, also nicht allgemeingiiltig.

Beweis:

1.

104

Angenommen, die Formel sei nicht allgemeingiiltig. Dann gibt es eine Modalinterpreta-
tion M = (W, E,{ My }wew) und eine Welt w € W, so dass einer der beiden folgenden
Félle gilt:

1. Fall: M =, OF und M &, =O—F. Nach Definition 3.11.3 gilt M =, O—F, und es
gibt v € W mit (w,v) € E, so dass M =, -F. Wegen M =, OF gilt aber M =, F,
Widerspruch.

2. Fall: M =, =¢—=F und M [~,, OF. Nach Definition 3.11.3 gilt nicht fiir alle v € W
mit (w,v) € F, dass M |=, F, es gibt also ein solches v mit M £, F, das heift,
M =, -F. Wegen M =, =O-F gilt M =, O-F, es gib also kein v € W mit
(w,v) € E, so dass M =, =F, Widerspruch.

. Sei M = (W, E,{My}wew) eine Modalinterpretation mit W = {w} und E = () und

M, beliebig. Da aus der einzigen Welt w gar keine Welt erreichbar ist, gilt M =, OF
und M W, OF, egal ob M, = F gilt oder nicht. Also gilt M =, (OF = <F) nicht,
also auch nicht M | (OF = OF).

. Angenommen, die Formel sei nicht allgemeingiiltig. Dann gibt es eine Modalinter-

pretation M = (W, E,{My }wew) und eine Welt w € W mit M =, OVzG|z] und
M -, V2OG[x].

Nach Definition 3.11.3 gibt es d € Univ(w) mit M[d/z| ~, OG[z] und v € W mit
(w,v) € E, so dass M[d/z] }~, G[x]. Wegen M =, OVzG[x] gilt M =, VxG[z], und
wegen der Monotonie-Annahme ist d € Univ(v), also M[d/z] |=, G[z], Widerspruch.

- Sei M = ({wy,wa}, {(wi,w2)}, {My,, My,}), Univ(My,) = {1}, Univ(M,,) = {1,2}.

AuBerdem sei pMw1 = pMwe = {1}. Damit gilt M[1/x] =y, p(x) und M[1/2] Eu, p(z)
und M[2/z] Fuw, p(z).

Es gilt M =, VzOp(z), weil fiir das einzige Element 1 € Univ(M,,) und fur die
einzige erreichbare Welt wo gilt M[1/z] =y, p(x). AuBlerdem gilt M =, VzOp(x),
weil keine Welt aus wy erreichbar ist. Also gilt M |= VaOp(z).

Andererseits gilt M[2/z] Ew, p(x), also M [y, Vo p(x), also M &, OVz p(z), und
somit M B~ OV p(x). n
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Als die Modallogik zu Beginn des 20. Jahrhunderts eingefiihrt wurde, war zwar die Syntax
festgelegt, aber es gab keine Modelltheorie dafiir. Deshalb untersuchte man, welche Anfor-
derungen an die Modallogik sich aus ihren Anwendungen ergeben und formalisierte diese
Anforderungen durch Axiome. Fiir alethische Auslegungen ist es zum Beispiel sinnvoll, das
Formelschema (OF = F) als Axiom vorauszusetzen. Fiir deontische Auslegungen wére die-
ses Axiom dagegen weniger sinnvoll (vergleiche Abschnitt 2.13).

Je nachdem, welche Axiome jeweils vorausgesetzt wurden, unterschied man verschiedene
Varianten der Modallogik, fiir die sich historisch gewachsene Bezeichnungen eingebiirgert
haben: die Modallogik mit dem Axiom (OF = F') heiit zum Beispiel T', die Modallogik mit
den beiden Axiomen (OF = F') und (OF = OOF) heifit Sy. Auf diese Weise entstand ein
schwer iiberschaubarer ,Zoo“ verschiedener Varianten der Modallogik.

Die Entwicklung der Kripke-Semantik in den frithen 1960-er Jahren war ein wesentlicher
Durchbruch, diesen ,,Zoo* iibersichtlicher zu machen. Es stellte sich ndmlich heraus, dass die
meisten Axiome einfachen Eigenschaften der Erreichbarkeitsrelation entsprechen.

Der folgende Satz zeigt zwei typische Zusammenhénge. Er verwendet den Begriff | Frame®
aus Definition 3.11.1, also den gerichteten Graph der Welten mit der Erreichbarkeitsrelation
einer Modalinterpretation. Auflerdem setzt er eine Sprache der Modallogik erster Stufe vor-
aus, deren Signatur mindestens ein Relationssymbol enthélt. Das bedeutet, dass es neben L
und T auch atomare £-Formeln gibt, die sowohl erfiillbar als auch falsifizierbar sind.

Satz 3.11.9. Sei L eine Sprache der Modallogik erster Stufe, deren Signatur mindestens
ein Relationssymbol enthélt. Sei (W, E) ein Frame.
1. E ist reflexiv gdw. fiir jede £-Modalinterpretation M = (W, E, { My, }wew ) mit dem
gegebenen Frame und fiir jede geschlossene £-Formel F gilt M = (OF = F).

2. E ist transitiv gdw. fiir jede £-Modalinterpretation M = (W, E,{ My, }wew) mit dem
gegebenen Frame und fiir jede geschlossene £-Formel F' gilt M |= (OF = OOF).

Beweis:

G,
1. ,—*

Voraussetzung: E ist reflexiv.
Sei M = (W, E,{My }wew) eine L-Modalinterpretation mit dem gegebenen Frame,
und sei F' eine geschlossene L-Formel.

Annahme: M [~ (OF = F).

Dann gibt es eine Welt w € W mit M (&, (OF = F), das heiit, M =, OF und
M ¥, F. Wegen der Reflexivitdt von E ist (w,w) € E, und wegen M |=,, OF gilt
M =, F. Widerspruch.

13
7 :

Voraussetzung: fiir jede £-Modalinterpretation M = (W, E,{My }ywew) mit dem
gegebenen Frame und fiir jede geschlossene £-Formel F gilt M = (OF = F).

Annahme: F ist nicht reflexiv, das heifit, es gibt eine Welt wg € W mit (wg, wp) ¢ E.
Sei F' eine atomare geschlossene L£-Formel. Sie ist also erfiillbar und falsifizierbar. Sei
M = (W, E,{My }wew) eine L-Modalinterpretation mit M,, = F und M, = F fir
alle w € W \ {wp}. Dann gilt insbesondere M |=,, F fir alle w mit (wp,w) € E.
Das bedeutet, M =, OF. Wegen M =, F gilt dann M =, (OF = F), also
M ¥ (OF = F). Widerspruch.
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2. ,,—
Voraussetzung: F ist transitiv.
Sei M = (W, E,{My }wew) eine L£-Modalinterpretation mit dem gegebenen Frame,

und sei F' eine geschlossene L£-Formel.

Annahme: M (£~ (OF = OOF).

Dann gibt es eine Welt w; € W mit M &, (OF = O0OF), das heifit, M }=,, OF und
M -, OOF. Also gibt es Welten wq, w3 € W mit (w1, ws) € E und (wa, w3) € E und
M W, F. Wegen der Transitivitdt von E ist (w1, ws) € E, und wegen M =, OF
gilt M =, F. Widerspruch.

13
7 :

Voraussetzung: fiir jede £-Modalinterpretation M = (W, E,{My }wew) mit dem
gegebenen Frame und fiir jede geschlossene £-Formel F' gilt M |= (OF = OOF).

Annahme: FE ist nicht transitiv, das heifft, es gibt Welten wi,ws,ws € W mit
(w1, w2) € E und (w2, ws3) € E und (wy,ws) ¢ E.

Sei F' eine atomare geschlossene L£-Formel. Sie ist also erfiillbar und falsifizierbar. Sei
M = (W, E,{My }wew) eine L-Modalinterpretation mit M,,, = F und M, = F fir
alle w € W\ {w3}. Dann gilt insbesondere M =, F fir alle w mit (wy,w) € E.
Das bedeutet, M =, OF. Wegen (wq,ws) € E und M,, ¥ F gilt M,, ¥ OF
und wegen (wi,wz) € E auch M,,, = O0OF. Damit gilt M, = (OF = 0O0OF), also
M } (OF = 0OO0F). Widerspruch. "

Wenn eine Modalinterpretation eine reflexive Erreichbarkeitsrelations hat, dann erfiillt sie
jede Formel der Gestalt (OF = F). Umgekehrt, wenn ein Frame (W, E) gegeben ist, fiir
das jede Familie {My }wew von L-Interpretationen, mit denen (W, E) zu einer Modalin-
terpretation ergénzt werden kann, jede Formel der Gestalt (OF = F) erfiillt, dann ist die
Erreichbarkeitsrelation im gegebenen Frame reflexiv.

Das bedeutet, dass die Klasse aller Modelle der Formeln der Gestalt (OF = F') genau
die Klasse der Modalinterpretationen mit reflexiver Erreichbarkeitsrelation ist. Man sagt,
dass das Formelschema (OF = F') diese Klasse von Modalinterpretationen eineindeutig
charakterisiert.

Entsprechendes gilt fiir das Formelschema (OF = OOF'). Es charakterisiert eineindeutig
die Klasse der Modalinterpretationen mit transitiver Erreichbarkeitsrelation.

Auch andere mogliche Eigenschaften der Erreichbarkeitsrelation lassen sich eineindeutig
durch Formelschemata charakterisieren, zum Beispiel die Symmetrie durch (F' = OOF), die
Linkstotalitat durch (OF = OF), die Rechtseindeutigkeit durch (CF = OF). Es gibt viele
Ergebnisse dieser Art.

Diese Zusammenhénge sind einer der Griinde fiir die grofle Beachtung, die die Semantik
der moglichen Welten seit ihrer Einfiihrung erfahren hat. Die Zusammenhénge gelten nam-
lich auch fiir die modale Aussagenlogik. In der Modallogik kann man also mit aussagenlogi-
schen Mitteln Sachverhalte modellieren, die in der klassischen Logik iiber die Aussagenlogik
hinausgehen und Préadikatenlogik erster Stufe erfordern.

Es gibt allerdings auch Eigenschaften der Erreichbarkeitsrelation, die sich nicht durch For-
melschemata charakterisieren lassen, zum Beispiel die Irreflexivitidt oder die Antisymmetrie.
Da viele dieser Eigenschaften in der klassischen Pradikatenlogik erster Stufe formalisiert wer-
den konnen, liegt die Ausdrucksstirke der modalen Aussagenlogik zwischen der klassischen
Aussagenlogik und der klassischen Préadikatenlogik erster Stufe.
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3.11 Modal- und Temporallogiken

Temporallogik. Der Semantik einer Temporallogik liegt eine Reprasentation der Zeit mit
folgenden Merkmalen zu Grunde:

e Die Zeit ist diskret.

Die Zeit hat einen Ursprung, d.h., einen initialen Zeitpunkt, dem alle anderen Zeit-
punkte folgen und der selbst keinem Zeitpunkt folgt.

e Die Zeit ist in die Zukunft unbegrenzt, kann sich aber wiederholen.

e Die Zeit kann sich in alternative Zeitstrome verzweigen.

Definition 3.11.10 (Zeitmodell). Sei Z eine Menge. Ihre Elemente heiflen Zeitpunkte. Ein
diskretes Zeitmodell mit Ursprung ist eine zweistellige Relation pz C Z X Z mit:
1. pz ist diskret: fiir je zwei Zeitpunkte z, 2’ € Z gibt es hochstens endlich viele pz-Pfade
von z nach z’. Ein pz-Pfad von z nach 2’ ist eine endliche Sequenz (2, ..., z,) mit:
a) z=zpund 2z, = 2
b) z; # z; fir i # j
¢) (zi—1,2i) € pz fur allei € {1,...,n}

2. pz hat einen Ursprung: es gibt z;,;; € Z, so dass
a) es kein z € Z gibt mit (z, zjnit) € pz
b) es fiir jedes z € Z einen pz-Pfad von z;,; nach z gibt.

3. pz ist linkstotal: zu jedem z € Z gibt es 2’ € Z mit (z,2') € py.

Ist die Relation pz zusétzlich rechtseindeutig, d.h., gibt es fiir jedes z € Z nicht mehr als ein
Z € Z mit (z,7") € pz, so heifit das diskrete Zeitmodell mit Ursprung linear. Andernfalls
heifit es verzweigt.

Im linearen Fall ist das Zeitmodell also eine Funktion pz : Z — Z, die jeden Zeitpunkt
auf einen Nachfolgerzeitpunkt abbildet. m

Bemerkung: pz kann Zyklen enthalten, auch im linearen Fall. Bedingung 1. schlieft nur
aus, dass es unendlich viele (zyklusfreie) pz-Pfade zwischen zwei Zeitpunkten gibt, wie zum
Beispiel fiir Z = Q und pz = <q. n

Eine Temporalinterpretation ist eine Modalinterpretation, deren Definition sich auf ein
diskretes Zeitmodell mit Ursprung pz bezieht. Die reflexive und transitive Hiille pz* des
Zeitmodells pz bildet die Erreichbarkeitsrelation. Wegen des Temporaljunktors o ist es giins-
tig, pz statt pz* zur Grundlage der Definition zu machen. Bei einer Temporalinterpretation
spricht man von Zeitpunkten statt von Welten.

Definition 3.11.11 (Interpretation [Temporallogik]). Sei £ eine Sprache der Temporal-
logik erster Stufe und pz ein diskretes Zeitmodell mit Ursprung iiber einer Menge Z von
Zeitpunkten. Eine £-Temporalinterpretation mit Zeitmodell pz ist eine Modalinterpretation
M = (W, E,{My}wew), so dass W = Z und E = pz* ist.

Ist pz linear, heifit die £-Temporalinterpretation ebenfalls linear, andernfalls verzweigt. m

Definition 3.11.12 (Modellbeziehung [Temporallogik]). Sei £ eine Sprache der Tem-
porallogik erster Stufe. Sei M = (Z, pz*,{M,}.cz) eine L-Temporalinterpretation mit Zeit-
modell pz, sei z € Z und F eine L-Temporalformel.
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3 Semantik

e Die Bezichung M |=, F ist rekursiv iiber den Aufbau von F' definiert wie folgt:

ME, A gdw. M, E A fir A Atom, T oder L
M =, -G gdw. M [=, G nicht gilt
M ):z (Gl ANGo) gdw. M }:Z Gq1und M ):z Go

)

M ):z (Gl V Gg) gdw. M 'ZZ G1 oder M 'ZZ Gy

M ):z (Gl :>G2) gdW wenn M }:Z Gl, so M }:Z GQ
( )

M, (G1<Gy) gdw. entweder M =, G1 und M =, G,
oder weder M =, Gy noch M =, Go
M E=, V2 G gdw. fiir alle d € Univ(M,) gilt M[d/z] =, G
ME, G gdw. es gibt d € Univ(M,) mit M[d/x] =, G
M |, OG gdw. fiir alle 2/ € Z mit (2,2') € pz* gilt M =, G
M E. G gdw. es gibt 2/ € Z mit (z,2') € pz*, so dass M =, G
M ., oG gdw. fiir alle 2/ € Z mit (2,2') € pz gilt M =,/ G

e Die Modellbezichung M = F gilt genau dann, wenn fiir alle z € Z die Beziehung
M =, F gilt. Man sagt dann auch, M erfiillt F' oder M ist ein Modell von F'. n

Bemerkung: Der Fall ;M |=, oG“ bezieht sich auf das Zeitmodell pz und nicht auf die
Erreichbarkeitsrelation pz*, die die reflexive und transitive Hiille des Zeitmodells ist. m

Bis auf den Fall ;M |=, oG ist Definition 3.11.12 identisch mit Definition 3.11.3, abgese-
hen natiirlich von der Vorgabe der speziellen Erreichbarkeitsrelation.

Zur Definition der Semantik einer Temporallogik wurde ein &hnlicher Ansatz angewandt
wie zur Definition der normalen Modelle. In beiden Féllen wurden aus allen Interpretationen
einige ausgewahlt, die in einem Fall das Gleichheitsrelationssymbol =, im anderen Fall die
Modaljunktoren O und < wunschgeméif3 interpretieren.

Die beiden Fille unterscheiden sich ansonsten aber wesentlich. Im Falle der Gleichheit
kann die Einschrinkung auf die gewiinschten Interpretationen auch durch Axiome erfolgen.
Es gibt aber kein Axiomensystem, das Modalinterpretationen auf diejenigen einschrénkt,
die fiir Temporallogiken sinnvoll sind. Zwar kann man, wie wir gesehen haben, Reflexivitat,
Transitivitéat, Linkstotalitdt und einige andere Eigenschaften der Erreichbarkeitsrelation mit
Modalformeln ausdriicken, aber zum Beispiel nicht die Existenz eines Ursprungs.
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4 Beweistheorie

Dieses Kapitel beschéftigt sich damit, wie die im vorigen Kapitel eingefiihrten semantischen
Begriffe algorithmisch behandelt werden kénnen. Diese Frage erfordert zunéchst eine Pré-
zisierung des Beweisbegriffs. Danach werden je eine Beweismethode fiir die Aussagenlogik
und fiir die Pradikatenlogik erster Stufe eingefiihrt und ihre Eigenschaften untersucht.

4.1 Was ist eine Beweismethode? Was ist ein Beweis?

Angenommen, fiir zwei aussagenlogische Formeln F' und G soll iiberpriift werden, ob die Fol-
gerungsbeziehung F' |= G besteht. Dazu muss man nach Definition fiir jede Interpretation
iiberpriifen, ob sie, wenn sie F' erfiillt, auch G erfiillt. Da alle aussagenlogischen Interpreta-
tionen durch die Zeilen der entsprechenden Wahrheitstafel reprasentiert sind, kann die Frage
mit folgender Methode beantwortet werden: man priift in der Wahrheitstafel fiir F' und G,
ob jede Zeile, die der Formel F' den Wahrheitswert w zuordnet, auch der Formel G den
Wabhrheitswert w zuordnet.

Diese Methode mag ineffizient sein. Immerhin hat eine Wahrheitstafel fiir n Aussagensym-
bole 2™ Zeilen, das heifit, ihre Gréfle wichst exponentiell mit der Anzahl der Aussagensym-
bole. Jedoch zeigt die Methode, dass die aussagenlogische Folgerungsbeziehung iiberhaupt
automatisch tiberpriift werden kann.

Was heifit dabei ,automatisch“? Zur Klarung dieser Frage formulieren wir die Methode
etwas genauer.

Algorithmus folgt(F,G):
1. Baue mit den Aussagensymbolen, die in F' oder in G vorkommen, die Wahrheitstafel
flir F' und fiir G auf.

2. Fiir jede Zeile der Wahrheitstafel priife, ob sie entweder in Spalte F' den Eintrag f
enthélt oder sowohl in Spalte F' als auch in Spalte G den Eintrag w enthalt.

3. Wenn das fiir jede Zeile der Fall ist, liefere das Ergebnis ja, andernfalls liefere das
Ergebnis nein. n

Dies ist ein Algorithmus in dem Sinn, dass er die charakteristischen Anforderungen an Al-
gorithmen erfiillt. Erstens ist er endlich formalisierbar. Das heifit, er kann als endlich lange
Zeichenreihe in einem geeigneten Formalismus beschrieben werden. Die obige Beschreibung
ist zwar nicht formal, aber hinreichend detailliert, dass man sie zum Beispiel in den Forma-
lismus einer Programmiersprache iibersetzen kann. Zweitens ist die Ausfithrung des Algo-
rithmus allein anhand seiner Beschreibung méglich und erfordert kein zusétzliches Wissen.
Jeder der obigen Schritte kann durchgefiihrt werden, ohne dass man zum Beispiel wissen
muss, welche Sachverhalte mit den Formeln F' und G modelliert wurden. Drittens ist das
Ergebnis der Ausfithrung deterministisch. Ob der Algorithmus fiir gegebene Formeln F' und
G das Ergebnis ja oder nein liefert, hingt nur von diesen Formeln ab und nicht von Zuféllen.
Anders ausgedriickt, wenn man den Algorithmus mehrmals mit den selben Formeln F' und
G ausfiihrt, erhédlt man jedesmal das selbe Ergebnis.

Dariiberhinaus hat der obige Algorithmus zwei wichtige FEigenschaften:

o Korrektheit: Wenn folgt(F, G) das Ergebnis ja liefert, gilt F' = G.
Wenn folgt(F, G) das Ergebnis nein liefert, gilt F' (= G.
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4 Beweistheorie

o Vollstindigkeit: Fiir Formeln F, G der Aussagenlogik gilt:
Wenn F |= G gilt, liefert folgt(F,G) nach endlich vielen Schritten ein Ergebnis.
Wenn F' [~ G gilt, liefert folgt(F, G) nach endlich vielen Schritten ein Ergebnis.

Man beachte, dass die Vollstandigkeitseigenschaft nicht etwa von einer festen Obergrenze
fiir die Anzahl der Schritte abhéngt. Der wesentliche Grund fiir die Vollstédndigkeit ist,
dass in zwei beliebigen aussagenlogischen Formeln F, G nur endlich viele Aussagensymbole
vorkommen kénnen. Damit ist die Wahrheitstafel, die in Schritt 1. aufgebaut wird, endlich
grof}, und fiir Schritt 2. gibt es insgesamt nur endlich viele Zeilen zu priifen.

In der Standardterminologie der Programmverifikation wird die obige Korrektheitseigen-
schaft als partielle Korrektheit bezeichnet, die Vollstandigkeitseigenschaft als Terminierung.
Der Begriff , Korrektheit“ ohne Adjektiv steht meist als Abkiirzung fir totale Korrektheit,
das heifit, partielle Korrektheit zusammen mit Terminierung.

Der Grund fiir den etwas abweichenden Sprachgebrauch in der Logik liegt darin, dass die
Terminierung nicht immer moglich ist. Der Algorithmus folgt(F, G) terminiert fiir beliebige
aussagenlogische Formeln. Fiir die Pradikatenlogik erster Stufe ist aber die Frage, ob F' = G
gilt, nicht entscheidbar, so dass es gar keinen entsprechenden Algorithmus geben kann, der
flir alle Formeln terminiert. Jedoch ist die Frage semi-entscheidbar, so dass folgende abge-
schwichte Eigenschaft fiir einen Algorithmus moglich ist:

o Vollstindigkeit beziiglich |=: Fiir Formeln F,G der Pradikatenlogik erster Stufe gilt:
Wenn F' = G gilt, liefert folgt(F, G) nach endlich vielen Schritten ein Ergebnis.

Wenn es einen Algorithmus mit dieser Eigenschaft gibt, ist seine Terminierung also nur
fiir den Fall garantiert, dass F' |= G tatséchlich gilt. Wird er dagegen fiir zwei Formeln mit
F [~ G aufgerufen, kann es sein, dass er ein Ergebnis liefert (wenn er auBerdem korrekt ist,
ist dieses Ergebnis nein), es kann aber auch sein, dass er nicht terminiert.

Dieses Phidnomen ist auch fiir andere semantische Begriffe prinzipiell unvermeidbar. Zum
Beispiel kann ein Algorithmus unerfillbar(F) fur die Pradikatenlogik erster Stufe im giins-
tigsten Fall korrekt sein und vollsténdig beziiglich der Unerfiillbarkeit: fiir jedes unerfiillbare
F liefert er nach endlicher Zeit das Ergebnis ja, fiir manche erfiillbaren F' liefert er das
Ergebnis nein, fiir manche erfiillbaren F' terminiert er nicht.

Man spricht also von einer ,Beweismethode* fiir einen semantischen Begriff einer Logik,
wenn es einen Algorithmus im obigen Sinn gibt, der korrekt ist und vollstdndig zumindest
beziiglich des jeweiligen semantischen Begriffs.

Wenn der Begriff , Beweismethode damit geklart ist, was ist dann also ein ,,Beweis“? Eine
einfache — aber passende! — Antwort ist: ein Protokoll (,, Trace* oder ,Script”) der Ausfithrung
des Algorithmus oder die Datenstruktur, die von dem Algorithmus erzeugt und verwendet
wird, oder zumindest hinreichende Ausschnitte davon, aus denen die Schritte des Algorith-
mus rekonstruierbar sind. Es gibt also keinen Beweisbegriff, der von einer Beweismethode
unabhéngig wére.

Im Folgenden wird deshalb den Beweismethoden der Vorrang gegeben. Der zugehorige
Beweisbegriff ergibt sich jeweils aus der Definition der Beweismethode. Fiir die oben be-
schriebene Methode der Wahrheitstafeln sind zum Beispiel die aufgebauten Wahrheitstafeln
die Beweise.
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4.2 Entscheidbarkeit, Aussagenlogik

4.2 Entscheidbarkeitsergebnisse fiir die Aussagenlogik

Die Tatsache, dass der Algorithmus folgt(F, G) fiir aussagenlogische Formeln F' und G kor-
rekt und vollstédndig ist, bedeutet insbesondere, dass die Folgerungsbeziehung | fiir die
Aussagenlogik entscheidbar ist.

Entsprechende auf Wahrheitstafeln aufbauende korrekte und vollstédndige Algorithmen
sind fiir andere semantische Begriffe genauso offensichtlich wie fiir die Folgerungsbezichung.
Damit gilt:

Satz 4.2.1 (Entscheidbarkeit im endlichen Fall). Die Unerfiillbarkeit einer aussagenlogi-
schen Formel oder einer endlichen Menge von aussagenlogischen Formeln ist entscheidbar.
Ebenso die Erfiillbarkeit, Falsifizierbarkeit, Allgemeingiiltigkeit. n

Satz 4.2.2 (Semi-Entscheidbarkeit im unendlichen Fall). Die Unerfiillbarkeit einer un-
endlichen, aber aufzédhlbaren Menge von aussagenlogischen Formeln ist semi-entscheidbar.

Beweis:  Sei S eine aufzéhlbare, unendliche Menge von aussagenlogischen Formeln. Es
gibt also einen Algorithmus Formelg(i), der eine natiirliche Zahl als Argument hat, fiir
jedes Argument terminiert und eine Formel aus S als Ergebnis liefert, derart dass gilt
S = {Formelg(i) | i € N}.

Dieser Algorithmus ist eine Représentation der unendlichen Menge S, und deshalb ist er
das Argument des zu konstruierenden Algorithmus fiir die Unerfiillbarkeit.

Algorithmus unerfillbar(Formelg):

0.

1. Initialisierung: ¢ := 0 und .S; :
2. Schleife:
a) S; :=S; U{Formelg(i)}
b) Falls S; unerfiillbar ist: Schleifenabbruch, liefere Ergebnis ja
andernfalls ¢ := ¢ + 1 und Fortsetzung der Schleife.

Jedes in der Schleife gebildete \S; ist eine endliche Teilmenge von S. Die Unerfiillbarkeit
von S; in Schritt 2(b) ist also nach dem vorigen Satz entscheidbar. Sowohl Schritt 2(a) als
auch Schritt 2(b) terminiert.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die durch Formelg reprisentierte unendliche Menge
S erfiillbar ist. Da jede Teilmenge einer erfiillbaren Menge ebenfalls erfiillbar ist, wird die
Schleife fiir kein ¢ abgebrochen. Das heifit, unerfillbar(Formels) terminiert fiir erfiillbares
S nicht.

Falls S unerfiillbar ist, gibt es nach dem Endlichkeitssatz fiir die Aussagenlogik (Satz 3.3.9)
eine unerfiillbare endliche Teilmenge von S. Sei { Formels(i1), ..., Formelg(ix)} eine solche
Teilmenge, und sei m das Maximum der Indizes i1, ..., 4. Im Schleifendurchgang mit i = m
enthélt S; also die unerfiillbare Teilmenge {Formelg(i1),..., Formelg(ix)} und ist damit
selbst unerfiillbar. Damit wird spétestens fiir # = m die Schleife beendet und das Ergebnis
ja geliefert.

Da der Algorithmus das Ergebnis mein gar nicht liefert und das Ergebnis ja nur bei
unerfiillbarem S, ist er korrekt. Auerdem ist er vollstindig beziiglich der Unerfiillbarkeit,
aber nicht beziiglich der Erfiillbarkeit. n
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Dieser Semi-Entscheidungs-Algorithmus fiir die Unerfiillbarkeit ist selbstversténdlich kein
Beweis dafiir, dass es keinen Entscheidungs-Algorithmus gibt, der auch fiir erfillbares S
terminiert (und zwar mit dem Ergebnis nein). Das folgende Beispiel liefert wenigstens eine
anschauliche Plausibilitdts-Begriindung dafiir.

Angenommen, die erste Formel in der Aufzdhlung von S ist —p. Es konnte sein, dass an
einer Stelle k£ in der Aufzédhlung auch die Formel p vorkommt. In diesem Fall kann man die
Unerfiillbarkeit im k-ten Schritt feststellen, ohne die (unendlich vielen) weiteren Formeln
betrachten zu miissen. Wenn man aber die Formeln bis zu einer Stelle k in der Aufzdhlung
betrachtet hat, ohne dass p vorgekommen ist (und ohne dass ein anderer Grund fiir die
Unerfiillbarkeit aufgetreten ist), weifl man nicht, ob p vielleicht spater noch vorkommt. Das
Nicht-Vorkommen der Formel p in der Aufzéhlung kann man an keiner Stelle feststellen,
ohne die (unendlich vielen) weiteren Formeln zu betrachten. Alle Formeln der Aufzdhlung
zu betrachten ist aber mit endlich vielen Schritten nicht mdglich.

Es gibt hinreichende Kriterien fiir die Erfiillbarkeit in Spezialfillen. Man kann den Algo-
rithmus so erweitern, dass er in derartigen Spezialfillen das korrekte Ergebnis nein liefert.
Aber derartige Kriterien kdnnen nicht alle erfiillbaren Félle abdecken.

4.3 Exkurs: Logikkalkiile

In der mathematischen Logik werden Beweismethoden traditionell durch sogenannte Kal-
kile spezifiziert. Ein Kalkiil definiert Schlussregeln (auch: Inferenzregeln), mit denen rein
syntaktisch aus Formeln weitere Formeln gewonnen werden kénnen. Die wohl bekannteste
Schlussregel tragt den Namen Modus Ponens und kommt in verschiedenen Kalkiilen vor:

F (F = G)
G

Diese Schreibweise bedeutet: zu zwei Formeln, die die Gestalt oberhalb des Strichs haben,
darf eine zusétzliche Formel hinzugefiigt werden, die die Gestalt unterhalb des Strichs hat.

Zum Beispiel kann diese Schlussregel folgendermaflen auf die Formeln in der Menge S =
{(pAq), ((pAq)=(r=-q)), r} angewandt werden:

(pAq) ((pAg)=(r=q)) r
(r=1q)

q

Man sagt, dass damit aus der Formelmenge S die Formel q hergeleitet wird.

Man beachte, dass in der Schlussregel keine Formeln vorkommen, sondern sogenannte
Formelschemata, das sind Ausdriicke einer Metasprache, die die Gestalt von Formeln be-
schreiben. Wir haben ja im ersten Schritt die Schlussregel fiir F' = (p A ¢) und G = (r = q)
angewandt und im zweiten Schritt fiir /' = r und G = ¢. Mit beliebigen anderen Formeln fiir
F und fiir G ist die Schlussregel ebenso anwendbar. Jedes Formelschema stellt also unendlich
viele Formeln dar.

Es kann auch Schlussregeln wie die folgende geben:

(F=(G=1F))
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In diesem Fall darf eine Formel der gegebenen Gestalt zu beliebigen anderen Formeln hinzu-
gefligt werden. Man nennt eine solche Formel auch ein logisches Axiom des Kalkiils. In der
obigen Herleitung kénnte damit zum Beispiel die Formel (¢ = (p = ¢)) hinzugefiigt werden,
so dass mit einer weiteren Anwendung der Modus-Ponens-Regel die Formel (p = ¢) aus S
hergeleitet werden kann.

Zu jedem Kalkiil gibt es eine Herleitbarkeitsbeziehung: S  F' bedeutet, dass mit den
Schlussregeln des Kalkiils in endlich vielen Schritten aus der Formelmenge S die Formel F
hergeleitet werden kann. Die bereits fiir Algorithmen definierten Eigenschaften sind damit
ganz einfach auf Kalkiile {ibertragbar:

o Korrektheit (des Kalkils): ~ wenn S+ F dann S |= F.
o Vollstindigkeit (des Kalkils): wenn S = F' dann S+ F.

Die eigentliche Beweismethode bleibt bei einem Kalkiil implizit. Man kann den Kalkiil
mit einer Grammatik und die Schlussregeln mit den Produktionen der Grammatik verglei-
chen. Durch die Grammatik sind die méglichen Syntaxbdume von Ausdriicken festgelegt. Es
gibt verschiedene Verfahren, diese Syntaxbédume aufzubauen, aber jedes derartige Verfahren
beruht letztlich auf einer systematischen Anwendung der Produktionen. Durch den Kalkiil
sind ganz analog die moglichen Strukturen von Herleitungen festgelegt (meistens handelt es
sich dabei auch um Baume). Dazu denkt man sich einen beliebigen geeigneten Algorithmus,
der Herleitungen durch systematische Anwendung der Schlussregeln des Kalkiils aufbaut.

Bei einer Beweismethode, die durch einen Kalkiil spezifiziert ist, versteht man unter einem
Beweis natiirlich eine Herleitung, bzw. eine linearisierte Darstellung einer Herleitung.

Die bekanntesten Kalkiile fiir die Pradikatenlogik erster Stufe stammen von David Hilbert
(Konigsberg 1862 — Gottingen 1943) und Gerhard Gentzen (Greifswald 1909 — Prag 1945).
Inzwischen gibt es sehr viele Kalkiile fiir diese und fiir andere Logiken, und viele Merkmale,
in denen sie sich unterscheiden konnen.

Manche Kalkiile tiberpriifen die Folgerungsbeziehung, andere die Allgemeingiiltigkeit oder
Unerfiillbarkeit oder dhnliche semantische Eigenschaften von Formeln. Kalkiile zur Uberprii-
fung der Allgemeingiiltigkeit nennt man auch positiv, Kalkiile zur Uberpriifung der Unerfiill-
barkeit negativ. Es liegt nahe, dass die logischen Axiome von positiven Kalkiilen allgemein-
giiltige Formeln sind (wie im obigen Beispiel (¢ = (p = ¢))), die von negativen Kalkiilen
dagegen unerfiillbare Formeln (zum Beispiel Formeln der Gestalt (F' A —F)).

Ein davon unabhéngiger Unterschied betrifft die ,,Richtung” der Herleitungen. Sogenannte
synthetische Kalkiile haben Schlussregeln, die ausgehend von den logischen Axiomen ange-
wandt werden, bis die zu untersuchende Formel hergeleitet ist. Bei analytischen Kalkiilen
beginnt man mit der zu untersuchenden Formel und leitet daraus logische Axiome her.

Weitere Unterschiede sind: einige Kalkiile benutzen viele Schlussregeln, andere wenige;
manche haben moglichst anschauliche Schlussregeln, manche moglichst leicht implementier-
bare; meistens besteht eine Herleitung, so wie hier beschrieben, aus Formeln, aber gelegent-
lich auch aus komplexeren Gebilden, die Formeln als Bestandteile enthalten.

Es ist, wie gesagt, eine bewédhrte Tradition, Beweismethoden durch Kalkiile zu spezi-
fizieren. Inzwischen gibt es allerdings auch Beweismethoden, die sich ziemlich weit vom
klassischen Kalkiilbegriff entfernt haben.
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4.4 Normalformen

Viele Beweismethoden sind der Einfachheit halber nur fiir Formeln von eingeschréankter syn-
taktischer Gestalt definiert. Formeln einer anderen Gestalt miissen zunéchst ,normalisiert®
werden, das heifit, in die entsprechende syntaktische Gestalt umgewandelt. Wir haben zum
Beispiel in Kapitel 3 gesehen, dass jede Formel der Pradikatenlogik erster Stufe dquivalent
zu einer Formel in Pranexform ist. Die Prianexform ist eine typische ,,Normalform*“, die von
einer Beweismethode vorausgesetzt werden kann.

Dieser Abschnitt behandelt einige dieser Normalformen, die fiir die zu besprechenden
Beweismethoden von Bedeutung sind.

Definition 4.4.1 (Polyadische Junktoren). Fiir jedes n > 0 seien F, ..., F,, Formeln einer
Sprache der Aussagenlogik oder der Priadikatenlogik erster Stufe.
o N(FY,...,F,) bezeichnet die polyadische Konjunktion von Fi,..., F,.
Die Modellbezichung wird fiir jede Interpretation M darauf erweitert:
M = N(Fy, ..., F,) gdw. fir alle s mit 1 <i <ngilt M = F;.
V*(Fy,. .., F,) bezeichnet die polyadische Disjunktion von Fi, ..., F,.
Die Modellbeziehung wird fiir jede Interpretation M darauf erweitert:
M = V*(Fy,..., F,) gdw. es gibt ein ¢ mit 1 <i¢<nund M | F;. n
Bemerkungen:
1. A und V* haben beliebig viele (aber endlich viele) Argumente und nicht etwa stets n

Argumente fiir ein festes n (dafiir ware die Schreibweise A* und V™).

2. Bei null Argumenten bedeuten die obige Definitionen, dass fiir jede Interpretation M
gilt M = A() und M B V*().

3. MOHT ViOH L
N(F1) H Fi VH(FL) H Fi
N(F1, F) H (F1AF) VH(FL Fy) H (F1VEF)
N (Fl,FQ,FS) ):| (Fl/\(FQ/\Fg)) (Fl,FQ,Fg) H (Fl\/(FQ\/Fg))
4. Man konnte also auch definieren
N(F1, ..., Fy) = (FIN...\NF,) und VNF, ... Fy) = (FAV...VF,)
mit zum Beispiel rechtsassoziativer Klammerung. Damit waren aber die Falle mit null
und mit einem Argument nicht erklart. n

Das Konig'sche Unendlichkeitslemma
Dieser Einschub behandelt ein bekanntes Ergebnis {iber Bdume, das auch auflerhalb der

Logik niitzlich ist, insbesondere fiir Terminierungsnachweise.

Definition 4.4.2 (endlicher Verzweigungsgrad). Wenn es in einem Baum einen Knoten
gibt, der unendlich viele direkte Nachfolger hat, sagt man, der Baum hat unendlichen Ver-
zweigungsgrad. Andernfalls hat er endlichen Verzweigungsgrad. ]
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Wenn es eine Obergrenze n gibt, so dass jeder Knoten im Baum hdochstens n direkte
Nachfolger hat, dann hat der Baum endlichen Verzweigungsgrad. Aber er kann auch end-
lichen Verzweigungsgrad haben, ohne dass so eine Obergrenze existiert. Zum Beispiel kann
die Wurzel zwei direkte Nachfolger haben, der erste davon drei direkte Nachfolger, der erste
davon vier usw.

Satz 4.4.3 (Konig'sches Unendlichkeitslemma). Ein Baum mit unendlich vielen Knoten
hat unendlichen Verzweigungsgrad oder einen unendlichen Ast.

Beweis: Sei T ein Baum mit unendlich vielen Knoten und endlichem Verzweigungsgrad.
Wir miissen zeigen, dass T einen unendlichen Ast hat.

Sei K ein beliebiger Knoten in 7. Wegen des endlichen Verzweigungsgrads hat er endlich
viele direkte Nachfolger. Falls jeder davon Wurzel eines Teilbaums mit endlich vielen Knoten
ist, dann ist auch K selbst Wurzel eines Teilbaums mit endlich vielen Knoten.

Durch Kontraposition, und weil K beliebig ist, erhalten wir: wenn ein Knoten in 7" Wurzel
eines Teilbaums mit unendlich vielen Knoten ist, dann hat er mindestens einen direkten
Nachfolger, der ebenfalls Wurzel eines Teilbaums mit unendlich vielen Knoten ist.

Sei K die Wurzel von T', also die Wurzel eines Teilbaums mit unendlich vielen Knoten.
K hat mindestens einen direkten Nachfolger, der die Wurzel eines Teilbaums mit unendlich
vielen Knoten ist, also sei K ein solcher Nachfolger. Ky hat wieder mindestens einen solchen
Nachfolger, also sei K einer davon, und so weiter. Auf diese Weise kann ein unendlicher Ast
Ky, K1, K, ... konstruiert werden. L]

Es gibt ein gedankliches Spiel, das eine hiibsche Illustration fiir die Anwendung des Ko-
nig’schen Unendlichkeitslemmas liefert. Gegeben sei ein Vorrat von Miinzen, die mit natiir-
lichen Zahlen beschriftet sind. Fiir jede Zahl seien unbegrenzt viele Miinzen mit dieser Zahl
verfligbar. Gegeben sei aulerdem ein Sparschwein, das am Anfang genau eine Miinze enthélt.

Ein Spielzug besteht darin, eine Miinze aus dem Sparschwein herauszunehmen (und der
eigenen Geldborse einzuverleiben) und dafiir beliebig viele, aber endlich viele, Miinzen aus
dem Vorrat in das Sparschwein hineinzulegen. Diese Miinzen kénnen mit gleichen oder ver-
schiedenen Zahlen beschriftet sein, aber jede dieser Zahlen muss echt kleiner sein als die Zahl
auf der herausgenommenen Miinze.

Das Spiel kann immer mit dem ersten Spielzug beendet werden, indem man die urspriing-
liche Miinze herausnimmt und null Miinzen dafiir hineinlegt. Offensichtlich kann man auf
diese Weise von jedem Zustand aus das Spiel mit endlich vielen Spielziigen beenden. Weni-
ger offensichtlich ist die Frage, ob man die Spielziige so wéhlen kann, dass das Spiel nicht
endet, dass man sich also unendlich oft aus dem Sparschwein bedienen kann, ohne dass es
je leer wird. Man konnte ja zum Beispiel die erste Miinze herausnehmen und dafiir 10 neue
hineinlegen; dann nimmt man eine davon wieder heraus und legt dafiir 100 neue hinein; bei
jedem Schritt verzehnfacht man die Anzahl der Miinzen, die man hineinlegt.

Jeder mogliche Spielverlauf kann durch einen Baum dargestellt werden: die Wurzel ist
die Miinze, die am Anfang im Sparschwein ist, die direkten Nachfolger einer Miinze sind die
Miinzen, durch die sie bei einem Spielzug ersetzt wird. Die Knoten des Baums représentieren
also sdmtliche Miinzen, die bei diesem Spielverlauf jemals in das Sparschwein kommen.

Jeder dieser Baume hat endlichen Verzweigungsgrad, da bei jedem Spielzug nur endlich
viele neue Miinzen in das Sparschwein kommen. Auflierdem ist jeder Knoten aufler der Wurzel

115



4 Beweistheorie

mit einer kleineren Zahl beschriftet als sein Vorgénger. Also kann kein Ast eines solchen
Baums langer sein als die Zahl, mit der die Wurzel beschriftet ist, das heifit, jeder Ast in
einem solchen Baum ist endlich.

Nach dem Konig’schen Unendlichkeitslemma hat jeder dieser Baume nur endlich viele
Knoten. Also terminiert jeder mogliche Spielverlauf.

Das Spiel entspricht einem nichtdeterministischen Algorithmus mit sehr vielen Wahlmog-
lichkeiten, nicht einmal eine Obergrenze fiir den Verzweigungsgrad ist vorgegeben. Das Ko-
nig’sche Unendlichkeitslemma ermdoglicht in solchen Féllen Ergebnisse der Art: wie auch

immer diese Wahlmoglichkeiten ausgenutzt werden, der Algorithmus terminiert in jedem
Fall.«

Aussagenlogische Normalformen

In diesem Abschnitt ist mit der Bezeichnung ,Konjunktion“ immer eine Formel der Gestalt
N<(...) gemeint, mit ,Disjunktion” eine Formel der Gestalt V*(...), einschliefllich der Falle
mit null Argumenten.

Definition 4.4.4.
e Sei A eine atomare Formel der Aussagenlogik. Ein Literal hat eine der Gestalten A
oder —A. Ein Literal der Gestalt A heifit positiv, ein Literal der Gestalt = A negativ.

Das Komplement eines positiven Literals A ist = A, das Komplement eines negativen
Literals —A ist A.

e Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen.

Eine aussagenlogische Formel heifit in konjunktiver Normalform, wenn sie eine Kon-
junktion von Klauseln ist.

e Eine Klausel in Implikationsnormalform hat die Gestalt (R = K), wobei R (fiir
Rumpf) eine Konjunktion und K (fiir Kopf) eine Disjunktion von positiven Literalen,
also von atomaren Formeln, ist.

Eine aussagenlogische Formel heif3t in Implikationsnormalform, wenn sie eine Konjunk-
tion von Klauseln in Implikationsnormalform ist. L]

Ein Beispiel fiir eine Klausel ist V*(p, —q, r, —s). Die Implikationsnormalform dieser Klausel
ist (A*(g,s) = V*(p,r)). Eine andere Klausel ist V*(). Fiir diese ,leere Klausel* ist auch die
Notation O verbreitet. Sie ist, wie bereits erwahnt, logisch dquivalent mit L.

Bemerkungen: In Kapitel 2 wurden T und | als nullstellige Junktoren eingefiihrt und
nicht als atomare Formeln. Die Formeln T, 1, =T, =L sind also keine Literale und kénnen
deshalb nicht in einer Klausel vorkommen.

Eine Klausel kann auch als Menge von Literalen definiert werden. Dann sind zum Beispiel
die logisch dquivalenten Klauseln V*(p, =g, p), V*(p, p, 7q) und V*(p, —q) alle durch die selbe
Menge {p, —q} reprasentiert. Fiir Implementierungen ist es aber oft giinstiger, solche Klauseln
unterscheiden zu konnen.

Man kann natiirlich ganz analog die disjunktive Normalform definieren als eine Disjunktion
von Konjunktionen von Literalen. Diese Normalform spielt aber fiir die hier behandelten
Beweismethoden keine Rolle. ]
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Definition 4.4.5 (Transformation in Implikationsnormalform). Die Implikationsnormal-
form (N(R1,...,Ry) = V*(K1,...,Ky)) einer Klausel V*(Ly, ..., L) wird wie folgt gebil-

det: Kq,...,K,, ist die Sequenz von Atomen, die aus L1,..., Ly durch Streichen aller ne-
gativen Literale entsteht. Ry, ..., R, ist die Sequenz von Atomen, die aus L1, ..., L, durch
Streichen aller positiven Literale und (danach) aller Negationsjunktoren entsteht. L]

Sowohl n = 0 als auch m = 0 sind dabei moglich. Dass diese Transformation die logische
Aquivalenz erhélt, folgt unmittelbar aus den Definitionen.

Definition 4.4.6 (Umschreibungsregeln fiir Disjunktionen).
\/*(... -G )

v e
\/*(... —|(G1/\G2) ) \/*(... (Gl/\Gg) )
V(. G Ga ) VG ) V. G )
V(. (GLVGa) .. V(o ~(G1V ) .. )
\/*(... G1,Gs ) \/*(... -Gy ), \/*(... -Go )
\/*( (Gl ﬁGg) ) \/*( _\(Gl :>G2) )
V. GG ) VG ) V. oG )
VF(o (Gr e Ga) .. VH(or —(Gr & Ga) o)
VoG Ga V(. GG ) VGG )V G Ga )
VL) V(o oL )
v
VL T ) V(o =T )

V.. ) "

Diese Regeln dienen als Hilfsmittel zur Berechnung einer konjunktiven Normalform einer
aussagenlogischen Formel F'. Sie sind dafiir vorgesehen, auf eine Disjunktion angewandt zu
werden, die in einer Sequenz von Argumenten von A* vorkommt. Bei der Anwendung einer
Umschreibungsregel wird eine Disjunktion durch eine Teilsequenz ersetzt, die aus einer ein-
zigen Disjunktion bestehen kann (z.B. im obersten linken Fall) oder aus zwei Disjunktionen
(z.B. im obersten rechten Fall) oder aus null Disjunktionen (z.B. im untersten linken Fall).

Definition 4.4.7 (Transformation in konjunktive Normalform).

Nichtdeterministischer Algorithmus konjunktive _normalform(F'):
1. Initialisierung: K := N (V*(F))
2. Solange es in K = N*(Dy, ..., Dy,) eine Disjunktion gibt, die keine Klausel ist:
a) Wihle eine solche Disjunktion D; = V*(Fi, ..., F,) aus K aus.

b) Wihle eine Formel F; aus D; aus, die kein Literal ist.

c¢) Bestimme die Umschreibungsregel fiir D; geméf Definition 4.4.6, die auf die
Gestalt von F; passt.

d) Wende die Umschreibung auf D; innerhalb von K an.
(Dadurch &ndert sich der Wert von K.)

3. Liefere K als Ergebnis. n
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Zum Beispiel entstehen fiir F' = (pV (¢ A (r vV L1))) der Reihe nach folgende Werte fir K:
MoV @Ay I)])

P (an(rvL)])

VAl

M(vIpql, Ve VD))
|
|

p(vilp gl vpor L))
P ql, V*[p,r])

In diesem Beispiel ist keine andere Folge von Werten fiir K moglich. In der letzten Zei-
le sind beide Disjunktionen Klauseln. Jede andere Zeile enthélt genau eine Disjunktion, die
keine Klausel ist, und jede davon enthélt genau eine Formel, die kein Literal ist. Im allgemei-
nen kann es aber in beiden Fillen mehrere Moglichkeiten geben. Die Schritte 2(a) und 2(b)
sind nichtdeterministisch. Dagegen ist die Umschreibungsregel in Schritt 2(c) eindeutig be-
stimmt, sobald F; gewahlt ist. Dies ergibt sich unmittelbar aus dem Eindeutigkeitssatz 2.1.7
(erweitert auf A* und V*).

N

Satz 4.4.8. Egal, wie die Wahl in den Schritten 2(a) und 2(b) getroffen wird, gilt fir jede
aussagenlogische Formel F':
1. konjunktive normalform(F') terminiert.

2. kongunktive _normalform(F") ist in konjunktiver Normalform.
3. konjunktive _normalform(F) H F.

Beweis:

1. Wir definieren nach dem Prinzip der strukturellen Rekursion eine Funktion rg, genannt
Rang, die jeder aussagenlogischen Formel eine natiirliche Zahl zuordnet:

rg(A) =0 A atomare Formel
rg(T):=rg(L):= 1

rg(—G) = 1+ 19(G)

rg((G1 0 G2)) = 24+ 19(Gy) + rg(Ga) 6 zweistelliger Junktor

Intuitiv ist der Rang die Anzahl der Junktoren in einer Formel, wobei zweistellige
Junktoren doppelt zdhlen. Wir erweitern die Funktion auf Disjunktionen wie folgt:
rg(V*(F1,..., F,)) == rg(Fy)+ -+ rg(F},).

Man priift leicht nach, dass fiir jede Umschreibungsregel in Definition 4.4.6 gilt, dass

jede Disjunktion unterhalb des Strichs einen echt kleineren Rang hat als die Disjunktion
oberhalb des Strichs.

Die Konjunktion K = A*(...) enthélt initial genau eine Disjunktion. Bei jedem Schlei-
fendurchgang wird eine der Disjunktionen in K durch maximal zwei Disjunktionen
mit echt kleinerem Rang ersetzt. Der so konstruierbare Baum aller Disjunktionen, die
jemals in Schritt 2 umgeschrieben werden, hat endlichen Verzweigungsgrad und nur
endliche Aste, also nach dem Koénig’schen Unendlichkeitslemma endlich viele Knoten.

2. K ist initial eine Konjunktion von Disjunktionen und bleibt bei jedem Durchgang
durch Schritt 2 eine Konjunktion von Disjunktionen.

Nach Beendigung der Schleife (Schritt 2) ist jede Disjunktion in K eine Klausel (sonst
wire die Schleife noch nicht beendet), das heifit, K ist in konjunktiver Normalform.
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3. Initial gilt K = A*(V*(F)) H F. Man priift leicht nach, dass die logische Aquivalenz
bei jeder Anwendung einer Umschreibungsregel auf eine Disjunktion in K erhalten
bleibt. .

Das Terminierungsargument ist analog zu dem Spiel mit den Miinzen: K = A*(...) ent-
spricht dem Sparschwein, die Disjunktionen den Miinzen.

Der Nichtdeterminismus beim Ablauf des Algorithmus hat auch einen Nichtdeterminismus
beim Ergebnis zur Folge. Zum Beispiel kann konjunktive normalform( (pAq)V (rAs)) ) je
nach der getroffenen Wahl in Schritt 2(a) entweder N*( V*(p,7), V*(p,s), V*(¢,7), V*(q,$) )
ergeben oder A*( V*(p,r), V*(q,7), V*(p,s), V*(g,s) ). Dieser Unterschied in der Reihenfolge
der Klauseln ist aber uninteressant.

Der obige Satz garantiert, dass jeder deterministische Algorithmus, der durch geeignete
Festlegung der Auswahl in den Schritten 2(a) und 2(b) definiert werden kann, die relevanten
Eigenschaften besitzt.

Man kann als Datenstruktur fiir das K im Algorithmus statt einer Konjunktion eine
Menge wihlen (also Mehrfachvorkommen von Disjunktionen vermeiden). Dann liefert der
Algorithmus als Ergebnis eine endliche Menge von Klauseln.

Folgesatz 4.4.9 (Normalformensatz [Aussagenlogik]). Sei F' eine aussagenlogische For-
mel und S eine endliche Menge von aussagenlogischen Formeln. Es gibt Algorithmen zur
effektiven Berechnung:

1. Einer Formel F’ in konjunktiver Normalform oder Implikationsnormalform mit F H F”.

2. Einer endlichen Menge S’ von Klauseln oder von Klauseln in Implikationsnormalform
mit S H 5. [

Normalformen fiir die Pradikatenlogik erster Stufe

Die Begriffe Literal und Klausel werden vollig analog zur Aussagenlogik definiert, nur dass
die Grundlage jetzt atomare Formeln im Sinne der Prédikatenlogik statt der Aussagenlogik
sind. Die konjunktive Normalform wird als spezielle Pranexform definiert. Zuséatzlich gibt es
Normalformen, die gar keine expliziten Quantoren enthalten.

Definition 4.4.10.

e Sei A eine atomare Formel der Prédikatenlogik erster Stufe. Ein Literal hat eine der
Gestalten A oder —A. Ein Literal der Gestalt A heifit positiv, ein Literal der Gestalt - A
negativ. Das Komplement eines positiven Literals A ist = A, das Komplement eines
negativen Literals —A ist A.

e Eine Formel der Priadikatenlogik erster Stufe heiflt rektifiziert, wenn die Variablen, die
unmittelbar hinter einem Vorkommen eines Quantors in der Formel stehen, paarwei-
se verschieden und verschieden von allen freien Variablen in der Formel sind. (Siehe
Kapitel 3)

e Eine Formel der Pradikatenlogik erster Stufe heifit in Prdnezform, wenn sie die Gestalt
Q171 ...Qnxy G hat, n > 0, wobei die (); Quantoren sind und in G kein Quantor
vorkommt. (Siehe Kapitel 3)
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e Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen.

Eine Formel der Pridikatenlogik erster Stufe heifit in konjunktiver Normalform, wenn
sie in Pranexform ist und ihr quantorfreier Teil eine Konjunktion von Klauseln ist.

e Eine Formel der Pradikatenlogik erster Stufe heif3t in Klauselnormalform, wenn sie eine
Konjunktion von Klauseln ist.

e Eine Klausel in Implikationsnormalform hat die Gestalt (R = K), wobei R (fiir
Rumpf) eine Konjunktion und K (fiir Kopf) eine Disjunktion von positiven Literalen,
also von atomaren Formeln, ist.

Eine Formel der Prédikatenlogik erster Stufe heifit in Implikationsnormalform, wenn
sie eine Konjunktion von Klauseln in Implikationsnormalform ist. L]

Die Formeln T, 1, =T, =1L kommen auch in pradikatenlogischen Klauseln nicht vor.

Ein Beispiel fiir eine Klausel ist V*(—p(x,y), —q(x,y), r(z), s(x, z)), ihre Implikationsnor-
malform ist (A*(p(z,v), ¢(z,y)) = V*(r(z), s(x,z))). Ein Beispiel fiir eine Formel in kon-
junktiver Normalform ist VaIyVzA* (\/*(p(a,x), p(z,a)), V*(-p(z,y), 7q(z,y), r(x), s(:z:,z)))
Sie ist obendrein geschlossen.

Eine Formel in Klauselnormalform oder in Implikationsnormalform ist nach Definition
eine quantorfreie Darstellung einer Formel. Sie dient als abkiirzende Schreibweise fiir die
konjunktive Normalform einer universellen geschlossenen Formel.

Notation 4.4.11 (Allabschluss).

e Sei F eine Formel. Der Allabschluss V(F') ist die geschlossene Formel
V(F) = F falls F' geschlossen ist
| Vay... Vo, F falls fuar(F) = {z1,..., 2.}

e Sei S eine Menge von Formeln. Der Allabschluss V(S) ist die Menge von geschlossenen
Formeln V(S) := {V(F) | F € S}. n

Satz 4.4.12 (Transformation in konjunktive Normalform).

1. Die aussagenlogische Transformation in konjunktive Normalform hat die gleichen Ei-
genschaften, wenn sie auf eine quantorfreie Formel der Pradikatenlogik erster Stufe
angewandt wird.

2. Ebenso fiir die Transformation in Implikationsnormalform.

3. Es gibt Algorithmen, die zu jeder geschlossenen Formel F' der Priadikatenlogik erster
Stufe effektiv eine geschlossene Formel F” in konjunktiver Normalform berechnen mit
FHF.

Beweis: Die genannten Verfahren hdngen nicht davon ab, welche Struktur die atomaren
Formeln haben, damit gelten die ersten beiden Aussagen.

Nach Satz 3.8.4 ist jede geschlossene Formel F' logisch dquivalent zu einer geschlossenen
Formel Q21 ... Qpxy G in Pranexform. Satz 3.8.3 gibt ein Verfahren zur Berechnung dieser
Formel an. Zu der quantorfreien Formel G kann eine konjunktive Normalform G’ effektiv
berechnet werden, damit ist F/ = Q21 ... Qnz, G'. n
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Folgesatz 4.4.13 (Normalformensatz [universell]). Sei F' eine universelle geschlossene
Formel und S eine endliche Menge von solchen Formeln. Es gibt Algorithmen zur effek-
tiven Berechnung:

1. Einer Formel F” in Klauselnormalform oder in Implikationsnormalform mit F' = V(F").

2. Einer endlichen Menge S’ von Klauseln oder von Klauseln in Implikationsnormalform
mit S H V(5"). m

Fiir eine universelle geschlossene Formel in Prénexform enthélt der Quantorprafix nur
Allquantoren, und zwar einen Allquantor fiir jede Variable in der Formel. Der Quantorpréfix
kann aus dem quantorfreien Teil der Formel immer durch Bildung des Allabschlusses rekon-
struiert werden. Die Klauselnormalform bzw. Implikationsnormalform nutzt das aus, indem
sie die Quantoren implizit l&sst.

Die Skolemisierung ermoglicht eine Umwandlung von nichtuniversellen Formeln in univer-
selle, fiir die die semantischen Begriffe auf Herbrand-Interpretationen zuriickgefithrt werden
konnen (Satz 3.8.23). Damit ergibt sich:

Folgesatz 4.4.14 (Normalformensatz [PL1S]). Sei F eine geschlossene Formel und S eine
endliche Menge von geschlossenen Formeln. Es gibt Algorithmen zur effektiven Berechnung:

1. Einer Formel F’ in Klauselnormalform oder in Implikationsnormalform, so dass F
erfiillbar ist genau dann wenn V(F”) ein Herbrand-Modell hat.

2. Einer endlichen Menge S’ von Klauseln oder von Klauseln in Implikationsnormalform,
so dass S erfiillbar ist genau dann wenn V(S’) ein Herbrand-Modell hat.

Die Herbrand-Modelle beziehen sich dabei auf das Herbrand-Universum einer Erweiterung
der urspriinglichen Sprache um endlich viele Funktionssymbole. n

4.5 Exkurs: Die Davis-Putnam-Beweismethode

Fiir Beweisprobleme der Aussagenlogik wird in der Praxis am haufigsten die Methode von
Davis und Putnam eingesetzt. Sie dient zum Nachweis der Unerfiillbarkeit bzw. Erfiillbarkeit
einer endlichen aussagenlogischen Klauselmenge. Das reicht nach dem Normalformensatz fiir
die Aussagenlogik (Satz 4.4.9) aus, um die Frage der Unerfiillbarkeit bzw. Erfiillbarkeit einer
beliebigen aussagenlogischen Formel, oder auch einer endlichen Menge von aussagenlogischen
Formeln, zu beantworten.

Eine aussagenlogische Klauselmenge S ist erfiillbar, wenn es eine Interpretation (Wahr-
heitsbelegung) gibt, die jede Klausel in S erfiillt. Das heifit, dass die Interpretation mindes-
tens ein Literal aus jeder Klausel erfiillt.

Sei nun L ein Literal, das in einer Klausel in S vorkommt. Angenommen, wir betrach-
ten nur Interpretationen, die das Literal L erfiillen. In einem solchen Kontext ist folgende
Vereinfachung von S beziiglich L moglich:

Algorithmus  boolesche _vereinfachung(S, L):
1. 51 sei die Klauselmenge, die aus S durch Streichen aller Klauseln entsteht, die das
Literal L enthalten.

2. S5 sei die Klauselmenge, die aus S; entsteht, wenn das Komplement von L aus jeder
der tibrigen Klauseln gestrichen wird.

3. Liefere S5 als Ergebnis. "
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Satz 4.5.1. Fir jede aussagenlogische Interpretation M mit M | L gilt M = S gdw.
M = boolesche _wvereinfachung(S, L).

Beweis: M erfiillt jede Klausel, die L enthélt, also M = S gdw. M = S;. Da M das
Komplement von L nicht erfillt, gilt fiir jede Klausel aus S, dass M sie genau dann erfiillt,
wenn M ein anderes Literal der Klausel erfiillt. Das heifit, M = 51 gdw. M |= Ss. "

Falls jede Klausel in S das Literal L enthélt, entsteht im ersten Schritt die leere Klau-
selmenge. Falls eine Klausel in S nur das Komplement von L enthélt, entsteht im zweiten
Schritt eine Klauselmenge, die die leere Klausel V*() enthélt. Das sind die beiden Basisfille
der Beweismethode.

Die Beweismethode besteht aus einer systematischen Suche nach Interpretationen, die S
erfiillen. Falls keiner der genannten Basisféille vorliegt, wihlt man ein Literal L aus einer der
Klauseln in S und untersucht in einer Fallunterscheidung zum einen die Interpretationen, die
L erfiillen, zum anderen die Interpretationen, die das Komplement von L erfiillen. Jeder der
beiden Fille erlaubt eine Vereinfachung der Klauselmenge, und jede der beiden vereinfachten
Klauselmengen wird entsprechend weiterbearbeitet. Dadurch ergibt sich insgesamt ein Baum
von Klauselmengen.

Die jeweils betrachtete Menge von Interpretationen kann durch eine Menge W von Li-
teralen dargestellt werden. W reprasentiert die Menge derjenigen Interpretationen, die alle
Literale in W erfiillen, also alle M mit M = W.

Betrachten wir als Beispiel eine Klauselmenge, in der die atomaren Formeln p, ¢, » und
s vorkommen. Die Menge W = {p, —q} reprisentiert alle Interpretationen, die p erfiillen
und q falsifizieren. Dazu gehoren Interpretationen, die r erfiillen, und Interpretationen, die r
falsifizieren. Diese beiden disjunkten Teilmengen von Interpretationen werden gerade durch
die Mengen W U {r} und W U {—r} représentiert.

Die Knoten des Baums sind also Paare (W, S) mit einer Literalmenge W und einer Klau-
selmenge S.

Nichtdeterministischer Algorithmus eigenschaft(Sy):

1. Erzeuge einen Baum T, der nur aus dem Knoten (), Sp) besteht.
Markiere diesen Knoten als unbearbeitet.

2. Solange es in T' einen unbearbeiteten Knoten gibt:

a) Waihle einen solchen Knoten (W, S), markiere ihn als bearbeitet.

b) Falls S =0 oder V*() € S, ist der Knoten (W, S) ein Blatt.
Falls S # () und vV*() ¢ S
i. Wihle ein Literal L aus einer Klausel in S. Sei L das Komplement von L.

ii. Erzeuge zwei unbearbeitete Nachfolgerknoten von (W, S):
(W U{L}, boolesche wvereinfachung(S,L)) und
(W U{L}, boolesche vereinfachung(S, L))

3. Wenn jedes Blatt von T die leere Klausel V*() enthélt, liefere das Ergebnis unerfillbar,
sonst liefere fiir jedes Blatt (W, 0) ein Ergebnis erfillbar mit W. "

122



4.5 Davis-Putnam-Beweismethode

Selbstversténdlich braucht eine Implementierung der Methode den Baum nicht explizit
als Datenstruktur aufzubauen, so wie es hier beschrieben ist. Normalerweise wird der Baum
implizit durch die Aufrufstruktur von rekursiven Prozeduren gegeben sein.

Der Algorithmus ist aus zwei Griinden nichtdeterministisch. Schritt 2(a) legt nicht fest,
welcher Knoten als néchstes bearbeitet wird. Diese Wahl beeinflusst aber nicht die Struktur
des Baums T, sondern nur die Reihenfolge, in der er aufgebaut wird. Im Schritt 2(b)i ist
die Wahl des Literals L nicht festgelegt. Hier hdngt die Struktur des Baums davon ab, wie
gewahlt wird.

Sei zum Beispiel Sy = { V*(=p,7), V*(p,—q, -1, s), V*(-r,q), V*(p,q) }. Im Schritt 2
entsteht der folgende Baum, wenn im Schritt 2(b)i jeweils das erste Literal aus der ers-
ten Klausel in S gewdhlt wird. Der Ubersichtlichkeit halber sind die Literalmengen W als
Kantenbeschriftungen dargestellt. Die Menge W eines Knotens in diesem Baum ist also die
Menge aller Kantenbeschriftungen auf dem Pfad vom Knoten zur Wurzel.

|{ \/*(_‘pvr)v \/*(pv —-q, T, S)a \/*(_W“, Q)a \/*(pv Q) }|

-p p
[{ Vv (g, s), Vi(oria), Vi(a) } V() v (-ra) }]
-q q T -r
(v, O3] [V} [{vi@3] [0
N —r \r q \ﬁq N
3] ({9} {3 [{v 0]
S -8 1
O [0 )]
L

Die Blétter, die die leere Klausel V*() enthalten, sind hier mit dem Symbol L gekennzeich-
net. Der Baum hat drei Blatter mit der leeren Klauselmenge. Im Schritt 3 werden also die Er-
gebnisse erfillbar mit {—p,q,—r} und erfillbar mit {—p,q,r, s} und erfillbar mit {p,r,q}
geliefert.

Als zweites Beispiel enthalte Sy zusétzlich zu den obigen Klauseln noch die Klausel V*(—gq).
Wenn die Auswahl der Literale wieder auf die gleiche Weise erfolgt, entsteht folgender Baum.

[{ Ve (opr), VA (b mg s), VP (orig), Vi (pig), VA (a) }]
-p p
[{V* (g, ~r,9), vi(ora), Vi), vi(=a) 3] [V (), Vi), vi(-g) }]
-q q T -r
{veem), VO | ({Vveers), v 3| [ vi@), viog) 3 [0, vi(-a) }]
L L ¢/ \ - L
{03 [{v 0
1 1

Diesmal enthélt jedes Blatt die leere Klausel. Der Algorithmus liefert also das Ergebnis
unerfillbar.
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Satz 4.5.2 (Terminierung). Fiir jede endliche aussagenlogische Klauselmenge Sy termi-
niert eigenschaft(Sy), egal, wie die Wahl in den nichtdeterministischen Schritten getroffen
wird.

Beweis: Der Rang einer Klausel sei definiert als die Anzahl der Literale in der Klausel, der
Rang einer endlichen Klauselmenge sei die Summe der Ringe der Klauseln in der Menge, der
Rang eines Knotens im Baum 7T sei der Rang seiner Klauselmenge. Man iiberpriift leicht,
dass der Rang jedes Nachfolgerknotens im Baum 7" um mindestens 1 kleiner ist als der
Rang seines Vorgéngers. Also ist jeder Ast im Baum endlich. Da der Baum auch endlichen
Verzweigungsgrad hat, besitzt er nach dem Konig’schen Unendlichkeitslemma endlich viele
Knoten.

Die Schleife in Schritt (2) bearbeitet keinen Knoten des Baums mehrmals, also terminiert
sie. "

Hilfssatz 4.5.3. Sei T ein in Schritt 2 von eigenschaft(Sy) aufgebauter Baum. Fiir jeden
Knoten (W, S) in T und fiir jede Interpretation M gilt:

M = W und M |= S genau dann, wenn es im Teilbaum mit Wurzel (W, S) ein Blatt
(W', 0) gibt mit M = W',

Beweis: Durch strukturelle Induktion iiber den Aufbau des Baums T'. Dies ist moglich,
weil T nach Satz 4.5.2 keine unendlichen Aste hat.

Basisfall: Sei (W, S) ein Blatt von T. Dann ist S = () oder V*() € S. Im Fall S = 0 gilt
M = S fiir jedes M, und die Behauptung gilt fiir W = W’. Im Fall V*() € S gilt M }= S fiir
jedes M, so dass die linke Seite des ,,genau dann wenn“ nicht gilt, und die rechte gilt wegen
S # ) auch nicht.

Induktionsfall: Sei (W, S) ein Knoten mit Nachfolgern, und die Behauptung gelte fiir die
Teilbdume, deren Wurzeln diese Nachfolger sind. Es bleibt zu zeigen, dass sie auch fiir (W, S)
gilt.

Nach Konstruktion gibt es ein Literal L mit Komplement L, so dass die Nachfolger-
knoten von (W,S) die beiden Knoten (W U {L}, boolesche wvereinfachung(S,L)) sowie
(W U{L}, boolesche wvereinfachung(S, L)) sind.

Fiir die Richtung von links nach rechts sei M eine Interpretation mit M = W und
M | S. Jede Interpretation erfiillt entweder L oder L, und o0.B.d.A. gelte M | L (der
andere Fall ist dazu symmetrisch). Dann gilt M = W U {L} und nach Satz 4.5.1 auch
M = boolesche _wvereinfachung(S, L). Nach Induktionsannahme gibt es im Teilbaum, dessen
Whurzel dieser Knoten ist, ein Blatt (W', () mit M = W’. Dieses Blatt ist auch ein Blatt des
Teilbaums mit Wurzel (W, S).

Fir die Gegenrichtung sei (W’,0) ein Blatt im Teilbaum mit Wurzel (W,S), und sei
M eine Interpretation mit M | W’. Dann ist (W, ) ein Blatt eines Teilbaums, dessen
Waurzel ein Nachfolger von (W, S) ist. O.B.d.A. sei (WU{L}, boolesche _vereinfachung(S, L))
dieser Nachfolger. Dann gilt M = W U{L} und M |= boolesche _wvereinfachung(S, L) nach
Induktionsannahme. Daraus folgt M = W und M |= L, und mit Satz 4.5.1 auch M = S. n

Satz 4.5.4 (Korrektheit und Vollstiandigkeit). Fiir jede endliche aussagenlogische Klau-
selmenge Sy und fiir jede Wahl in den nichtdeterministischen Schritten gilt
1. (Korrektheit beziiglich Modellen)
Wenn eigenschaft(Sy) ein Ergebnis erfillbar mit W liefert, ist jede von W représen-
tierte Interpretation ein Modell von Sj.
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4.5 Davis-Putnam-Beweismethode

2. (Vollstandigkeit beziiglich Modellen)
Wenn S erfiillbar ist, gilt fiir jedes Modell M von Sy: eigenschaft(Sy) liefert ein Er-
gebnis erfillbar mit W, so dass W unter anderem die Interpretation M représentiert.

3. (Korrektheit beziiglich Unerfiillbarkeit)
Wenn eigenschaft(Sy) das Ergebnis unerfillbar liefert, ist Sy unerfiillbar.

4. (Vollstandigkeit beziiglich Unerfiillbarkeit)
Wenn Sy unerfiillbar ist, liefert eigenschaft(Sy) das Ergebnis unerfillbar.

Beweis:
1. Wenn der Algorithmus in Schritt 3 ein Ergebnis erfiillbar mit W' liefert, gibt es ein
Blatt (W’,0) im Baum T'. Sei M eine von W' reprisentierte Interpretation, das heifit,
M E W’. Nach Satz 4.5.3 gilt fiir dieses M und fiir den Knoten (0, Sp) an der Wurzel
von T, dass M = () und M = Sp.

2. Sei M ein Modell von Sy. Fiir den Knoten ((}, Sp) an der Wurzel von T gilt also M = 0
und M | Sy. Nach Satz 4.5.3 gibt es ein Blatt (W', () im Baum mit M = W’. Dann
liefert der Algorithmus in Schritt 3 ein Ergebnis erfillbar mit W’'.

3. Die Korrektheit beziiglich der Unerfiillbarkeit ergibt sich unmittelbar aus der Kontra-
position der Vollstandigkeit beziiglich Modellen.

4. Die Vollstandigkeit beziiglich der Unerfiillbarkeit ergibt sich unmittelbar aus der Kon-
traposition der Korrektheit beziiglich Modellen. ]

Optimierungen

Die Davis-Putnam-Beweismethode basiert auf dem oben beschriebenen Algorithmus, ange-
reichert mit einer Vielzahl von Optimierungen. Diese Optimierungen in ihrer Gesamtheit
tragen wesentlich zur Leistungsfahigkeit bei. Sie flihren dazu, dass die Methode in vielen
Fillen erheblich effizienter ist als die Methode der Wahrheitstafeln. Allerdings gibt es immer
auch Beispiele, fiir die der Aufwand &hnlich ist wie mit Wahrheitstafeln.

Tautologie-Vereinfachung. Eine Klausel heifit eine Tautologie, wenn sie ein Literal sowie
dessen Komplement enthélt. Sei tautologie vereinfachung(S) die Klauselmenge, die durch
Streichen aller Tautologien aus S entsteht.

Fiir jede Interpretation M gilt, dass sie jede Tautologie erfiillt, also gilt M = S gdw.
M = tautologie vereinfachung(S).

Es reicht aus, statt (0, So) den Knoten (0, tautologie _vereinfachung(Sp)) zur Wurzel des
Baums zu machen. Man kann sich leicht klarmachen, dass die Nachfolger eines tautologie-
freien Knotens ebenfalls tautologiefrei sind.

Subsumption-Vereinfachung. Eine Klausel C' subsumiert eine Klausel C’, wenn jedes Li-
teral von C' auch in C’ enthalten ist. Zum Beispiel gilt V*(p, ~¢) subsumiert V*(—g,r, p). Sei
subsumption _vereinfachung(S) die Klauselmenge, die durch Streichen jeder Klausel aus S
entsteht, die von einer der verbleibenden Klauseln subsumiert wird.

Fiir jede Interpretation M gilt, wenn M = C und C subsumiert C’, dann M = C’, also
gilt M =S gdw. M | subsumption vereinfachung(S).
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Damit lassen sich die obigen Beweise so erweitern, dass alle bisherigen Ergebnisse weiterhin
gelten, wenn im Algorithmus bei der Erzeugung eines Knotens (W, S) statt dessen der Knoten
(W, subsumption _vereinfachung(S)) erzeugt wird.

Unar-Vereinfachung. Eine Klausel heifit unér, wenn sie genau ein Literal enthalt. Wird im
Schritt 2(b) das Literal L einer uniiren Klausel gewiihlt, ist boolesche vereinfachung(S, L)
fiir das Komplement L immer eine Klauselmenge, die die leere Klausel enthélt. Den zugeho-
rigen Nachfolgerknoten kann man deshalb gleich weglassen.

Dazu wird in Schritt 2(b) vor der Wahl des Literals einfach folgender Fall eingefiigt: Falls
S eine unire Klausel V*(L) enthilt, erzeuge einen einzigen unbearbeiteten Nachfolgerknoten
(W U{L}, boolesche wvereinfachung(S,L)).

Alle bisherigen Ergebnisse gelten auch mit dieser Optimierung.

Es ist gar nicht so selten, dass die Unér-Vereinfachung eine neue unére Klausel im Nach-
folger erzeugt, so dass die Unér-Vereinfachung gleich wieder anwendbar ist. An den obigen
Beispielen kann man nachvollziehen, dass diese ,Kettenreaktion zu drastisch verkleinerten
Béaumen fiihrt. Im zweiten Beispiel entsteht ein Baum mit einem einzigen Ast ohne Verzwei-
gungen.

In einer Implementierung kann man obendrein den Ubergang zu einem einzigen Nachfol-
gerknoten durch ,Wiederverwendung” des Vorgingerknotens realisieren, der ja — bis auf die
Erweiterung von W — nur verkleinert wird.

Modellgenerierung vs. Widerlegung

In der bisher beschriebenen Form, auch mit den obigen Optimierungen, ist die Methode
korrekt und vollstéandig beziiglich der Modelle. Das ist fiir viele Anwendungen niitzlich. Wenn
man zum Beispiel einen digitalen Schaltkreis analysieren will, interessiert man sich fiir die
Frage, welche Kombinationen von Werten an den Eingéngen zu welchen Werten am Ausgang
flihren. Modelliert man den Schaltkreis durch eine aussagenlogische Formel, entspricht dies
gerade der Frage, welche Interpretationen die Formel erfiillen.

In anderen Fallen reicht aber eine einfachere Antwort. Angenommen wir haben zwei
Schaltkreise, modelliert durch zwei Formeln F; und F5, und wollen lediglich wissen, ob
wir den einen durch den anderen ersetzen diirfen, ohne die Funktionalitdt zu verdndern. Das
ist genau dann der Fall, wenn die Formel ((Fy A =Fb) V (=Fy A Fy)) unerfillbar ist. Hier
interessiert nur die Antwort unerfillbar oder erfiillbar, aber nicht die Modelle.

Beweismethoden fiir Fragen der ersten Art nennt man Modellgenerierungsmethoden, Be-
weismethoden fiir Fragen der zweiten Art Widerlegungsmethoden (oder Refutationsmetho-
den). Eine Modellgenerierungsmethode mit den erforderlichen Korrektheits- und Vollstén-
digkeitseigenschaften kann auch als Widerlegungsmethode eingesetzt werden, aber nicht um-
gekehrt.

Dafiir kénnen Widerlegungsmethoden effizienter sein, weil sie nur korrekt und vollstan-
dig beziiglich der Unerfiillbarkeit bzw. Erfiillbarkeit sein miissen, aber nicht beziiglich der
Modelle.

Deshalb kann eine Variante des Algorithmus eigenschaft(S) als Widerlegungsmethode den
Aufbau des Baums abbrechen, sobald das erste Blatt mit leerer Klauselmenge entstanden
ist, und einfach das Ergebnis erfiillbar liefern. Auch die Buchfiihrung fiir die Mengen W
kann vereinfacht werden.
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Dariiberhinaus sind zusétzliche Optimierungen méglich. Wird eine Klauselmenge S zu
einer Klauselmenge S’ vereinfacht, muss nicht mehr sichergestellt werden, dass M | S
gdw. M = S’ fiir jedes M (oder jedes gerade betrachtete M) gilt. Es reicht, dass S irgend
ein Modell hat genau dann wenn S’ irgend ein (moglicherweise anderes) Modell hat. ,Die*
Beweismethode von Davis und Putnam wurde urspriinglich als Widerlegungsmethode mit
Optimierungen entwickelt, die nur diesen schwachen Zusammenhang zwischen S und S’
erhalten miissen und deshalb viel stérker vereinfachen kénnen als die bisher besprochenen
Optimierungen.

Isolation-Vereinfachung. Eine Klausel heifit isoliert (englisch: pure) in einer Klauselmenge
S, wenn sie ein Literal enthélt, dessen Komplement in keiner Klausel von S vorkommt. Sei
isolation _vereinfachung(S) die Klauselmenge, die durch wiederholtes Streichen von isolier-
ten Klauseln aus S entsteht, solange dies moglich ist.

Zum Beispiel ist in S = {V*(p,~q), V*(—p,q), V*(r,s,t), V*(-r)} die vorletzte Klau-
sel wegen der Literale s und t isoliert. Durch das Streichen dieser Klausel wird die letzte
Klausel isoliert (obwohl sie es vor dem Streichen nicht war) und ebenfalls gestrichen, so dass
isolation _vereinfachung(S) = {V*(p, ~q), V*(—p,q)} ist.

Nicht jedes Modell von isolation vereinfachung(S) erfiillt auch S. Im Beispiel kénnte ein
Modell von isolation _vereinfachung(S) das Literal r erfiillen und wére somit kein Modell von
S. Man kann jedoch zeigen, dass S genau dann erfiillbar ist, wenn isolation _vereinfachung(S)
erfiillbar ist.

Positiv-Negativ-Vereinfachung. Eine Klausel heifit positiv, wenn sie nur positive Literale
enthalt, und negativ, wenn sie nur negative Literale enthélt. Die leere Klausel ist die einzige,
die sowohl positiv als auch negativ ist. Wenn eine Klauselmenge unerfiillbar ist, enthélt sie
mindestens eine positive und mindestens eine negative Klausel.

Sobald also im Baum eine Klauselmenge entsteht, die keine positive oder keine negative
Klausel enthélt (wie {V*(p,—q), V*(—p,q)} im obigen Isolationsbeispiel), kann die Bear-
beitung mit dem Ergebnis erfillbar abgebrochen werden. Dieses Ergebnis ist korrekt, aber
nicht alle durch das zugehorige W repréasentierten Interpretationen sind Modelle der Klau-
selmenge.

4.6 Entscheidbarkeitsergebnisse fiir die PL1S

Fiir die Pradikatenlogik erster Stufe haben wir bisher noch keine Beweismethode kennenge-
lernt, die zumindest im Prinzip funktioniert, so wie die Methode der Wahrheitstafeln fiir die
Aussagenlogik. Die dazu erforderlichen Bausteine wurden allerdings bereits behandelt und
brauchen jetzt nur noch zusammengesetzt zu werden.

Satz 4.6.1 (Semi-Entscheidbarkeit der Unerfiillbarkeit). Die Unerfiillbarkeit einer For-
mel oder einer endlichen Menge von Formeln der Pridikatenlogik erster Stufe ist semi-
entscheidbar.

Beweis:  Eine endliche Formelmenge ist genau dann unerfiillbar, wenn die Konjunktion
aller Formeln dieser Menge unerfiillbar ist. Es reicht also aus, den Fall einer einzelnen Formel
F' zu betrachten.
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Nach dem Normalformensatz fiir die PL1S (Satz 4.4.14) gibt es Algorithmen zur effektiven
Berechnung einer Formel F’ in Klauselnormalform, so dass F' genau dann unerfiillbar ist,
wenn V(F') kein Herbrand-Modell hat. Nach Satz 3.8.16 gilt dies genau dann, wenn die
Menge S* der Grundinstanzen von V(F”) kein Herbrand-Modell hat.

Wenn die betrachtete Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe nur endlich viele Konstan-
ten und keine mindestens einstelligen Funktionssymbole enthélt, gibt es nur endlich viele
Grundterme, und S* ist endlich. Im allgemeinen ist S* aber abz&hlbar unendlich.

Wir kénnen nun jede der hochstens abzéhlbar vielen atomaren Formeln in S* als Namen
eines Aussagensymbols ansehen. Da weder Quantoren noch Variablen in S* vorkommen,
entspricht jede Herbrand-Interpretation bei dieser Sichtweise einer Wahrheitsbelegung fiir
diese Aussagensymbole. Damit ist F' genau dann unerfiillbar, wenn die unendliche Menge
S*, als Menge von aussagenlogischen Formeln betrachtet, unerfiillbar ist.

Diese Frage ist nach Satz 4.2.2 semi-entscheidbar, sofern S* aufzéhlbar ist. Dies folgt
aber unmittelbar daraus, dass die Menge aller Grundterme zu einer gegebenen Signatur
aufzahlbar ist. -

Das Prinzip ist also, die zu testende Formel in Klauselnormalform umzuwandeln und davon
systematisch alle Grundinstanzen aufzuzahlen. Nach jeder neuen Grundinstanz kann man
zum Beispiel mit der Methode der Wahrheitstafeln testen, ob die bisher erzeugte Menge
von Grundinstanzen unerfiillbar ist. Sobald das der Fall ist, ist auch die Unerfiillbarkeit der
urspriinglichen Formel nachgewiesen.

Man beachte, dass der Satz bereits fiir eine einzige Formel nur die Semi-FEntscheidbarkeit
sicherstellt, nicht die Entscheidbarkeit. Die Unerfiillbarkeit im endlichen Fall ist zwar fiir die
Aussagenlogik entscheidbar, aber nicht fiir die Pradikatenlogik erster Stufe.

Dies kann gezeigt werden, indem man eine als nicht entscheidbar bekannte Frage auf
die Frage der Unerfiillbarkeit reduziert (siehe Vorlesung ,Informatik IV*). Wenn es einen
Entscheidungs-Algorithmus fiir die Unerfiillbarkeit von Formeln der Prédikatenlogik erster
Stufe gébe, konnte man daraus beispielsweise einen Entscheidungs-Algorithmus fiir das Hal-
teproblem von Turingmaschinen konstruieren.

Es gibt jedoch einige syntaktische Einschrénkungen, unter denen die Unerfiillbarkeit einer
Formel doch entscheidbar ist: zum Beispiel, wenn alle Funktions- und Relationssymbole
hochstens einstellig sind, oder auch, wenn die Formel universell ist und keine mindestens
einstelligen Funktionssymbole enthélt.

Mit derartigen syntaktischen Einschrankungen der Logik ist natiirlich nicht mehr alles
ausdriickbar, was mit der uneingeschrankten Pradikatenlogik erster Stufe ausdriickbar ist.
Man verbessert also die algorithmische Behandelbarkeit auf Kosten der Ausdrucksstérke.
Will man umgekehrt die Ausdrucksstérke verbessern, geht dies auf Kosten der algorithmi-
schen Behandelbarkeit. Wenn die Logik nur so weit iiber die Priadikatenlogik erster Stufe
hinausgeht, dass man die natiirlichen Zahlen darin formalisieren kann, verliert man sogar
die Semi-Entscheidbarkeit der Unerfiillbarkeit. Das folgt aus einem beriihmten Ergebnis von
Kurt Goédel (Briinn 1906 — Princeton 1978), dem sogenannten Unvollstéandigkeitssatz.

Die Pradikatenlogik erster Stufe ist in mancherlei Hinsicht der beste Kompromiss zwischen
Ausdrucksstiarke und algorithmischer Behandelbarkeit.
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4.7 Exkurs: Die PUHR-Tableau-Beweismethode

Dieser Abschnitt fithrt zunéchst den Angleichungsalgorithmus (Matching) ein, dann darauf
aufbauend eine Beweismethode fiir bereichsbeschrankte Klauseln der PL1S in Implikations-
normalform. Zudem wird gezeigt, dass bereichsbeschrénkte Klauseln in Implikationsnormal-
form gleich ausdrucksstark sind wie allgemeine Klauseln in Implikationsnormalform.

Substitutionen und Angleichungsalgorithmus

Definition 4.7.1 (Substitution). Sei £ eine Sprache der Priadikatenlogik erster Stufe, sei
V die Menge aller Variablen von £ und 7, die Menge aller £-Terme.
e Eine Substitution ist eine postfix-notierte Funktion ¢ : V — 7, so dass die Menge
{r € V| xo # x} endlich ist.

Wenn zo fiir jedes x aus dieser Menge ein Grundterm (variablenfreier Term) ist, heifit
o eine Grundsubstitution.

e Eine Substitution o wird représentiert als endliche Menge von Paaren {t1/z1,...,t,/x,},
wo die Variablen x; paarweise verschieden sind und z;0 = ¢; firi = 1,...,nund xzo = x
fir alle z € V\ {x1,...,2,}. "

Die identische Funktion, die jede Variable auf sich selbst abbildet, ist eine Substitution,
sogar eine Grundsubstitution. Sie wird durch die leere Menge von Paaren représentiert und
manchmal mit € bezeichnet.

Eine Substitution bildet Variablen auf Terme ab. Sie wird auf kanonische Weise so erwei-
tert, dass sie Terme auf Terme abbildet und quantorfreie Formeln auf quantorfreie Formeln.

Definition 4.7.2. Sei o eine Substitution.
e o induziert eine ebenfalls 0 genannte und postfix-notierte Funktion 7, — 7, die wie
folgt rekursiv iiber den Aufbau der Terme definiert ist:
co = c ¢ Konstante
flt1,...,ty)o = f(tio,...,t,o) [ n-stelliges Funktionssymbol, t1,. .., ¢, £-Terme
e o induziert eine ebenfalls o genannte und postfix-notierte Funktion, die quantorfreie
L-Formeln auf quantorfreie £-Formeln abbildet und wie folgt rekursiv definiert ist:

To =

lo =

po =D p O-stelliges Relationssymbol
p(t1, ... tp)o = p(tio,...,t,0) p n-stelliges Relationssymbol
(=F)o = (Fo)

(FOG)o = (Fo0Go) 6 zweistelliger Junktor

N(Fy, ..., Fp)o == N(Fio, ..., Fho)
V*(Fy,...,Fy)o = V*(Fio,..., F,0)

o So:={Fo | F € S} fiir eine Menge S von quantorfreien Formeln.
e Ist F' eine Formel oder ein Term, heifit Fo eine Instanz von F. m
Damit ist insbesondere die Anwendung von Substitutionen auf Klauseln und Klausel-

mengen erkldrt. Die Notation F'[t/x], die bisher schon héufig vorkam, ist ein Sonderfall der
Anwendung einer Substitution auf eine Formel.
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Beispiel 4.7.3. Sei o = {f(a)/x, ¢/z}.

p($, Y, Z) g
= p(f(a)v Y, C)

K (pa vo2) 1@ ) = v (e, a@ @) )]e
= [(plf@)p. 0, r(FF@)) = v (p(F(e) ) alfla), f(a)] .

Das Beispiel zeigt auch, dass durch Anwendung einer Grundsubstitution auf eine Formel
F' nicht notwendigerweise eine Grundinstanz von F' entsteht. Dies ist nur dann der Fall,
wenn die Grundsubstitution alle Variablen von F' instanziiert.

Definition 4.7.4 (Umschreibungsregeln fiir Angleichung). Sei x eine Variable, s;,¢;, L;, R;
fiir passende Indizes Terme, c eine Konstante, f ein k-stelliges Funktionssymbol, g ein davon
verschiedenes Funktionssymbol. Die folgenden Regeln schreiben jeweils ein Paar aus einer
Gleichungsmenge und einer Substitution wiederum in ein solches Paar um:

Zerlegung:
{f(sla"'75k)if(t17'”7tk‘)} J {LliRlu ceey Ln:RTL} g
{Slitl,...,skitk} @) {LlﬁRl, e Ln:Rn} o
Zerlegung nullstellig:
{c=c} UW{ L1=Ry, ..., L,=R,} o
{L1=Ry, ..., L,=R,} o
Anwendung:
{xito} U {LliRl, ceey Ln:Rn} o
{Ll[to/ﬂi]iRl, ceey Ln[to/x]:Rn} O'U{to/zc}
Abbruch:
{f(Sl,...,Sk)ig(tl,...,th)} U{ Li=Rq, ..., Ln:Rn} o
L o
Die Abbruchregel gilt auch fiir die Félle mit nullstelligem f oder g. L]

Definition 4.7.5 (Angleichungsalgorithmus).
Nichtdeterministischer Algorithmus angleichung(s,t):

1. Initialisierung: S := { s=t } und o := 0.
2. Solange S # () und S # L ist:

wahle eine anwendbare Umschreibungsregel aus und wende sie auf S und o an.
3. Wenn S = (), liefere o als Ergebnis.

Wenn S = 1, liefere scheitert als Ergebnis.

Dabei ist s ein Term, der Variablen enthalten kann, und t ein Grundterm. Es ist auch
zuléssig, dass s ein Atom und ¢ ein Grundatom ist, dann wird einfach jedes Relationssymbol
wie ein Funktionssymbol gleicher Stelligkeit behandelt. ]
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Der Angleichungsalgorithmus berechnet zu s und ¢ eine Substitution ¢ mit so = ¢, falls es
eine solche Substitution gibt. Statt von Angleichung spricht man auch von Semi-Unifikation
oder von Matching. Die Angleichung ist ein Spezialfall der sogenannten ,,Unifikation®.

Beispiel 4.7.6. Fiir s = g(f(a), f(z),y,z) und t = g(f(a), f(a),b,a), ergeben sich beim
Aufruf von angleichung(s,t) bei entsprechender Auswahl der Umschreibungsregeln der Reihe
nach folgende Werte:

Initialisierung:

S ={g(f(a), f(x),y,2)=9(f(a), f(a),b,a)} o={}
Zerlegung:

S = {f(@)=1(@), f@)=f(a), y=b, v=a} o={}
Zerlegung (zweimal angewandt):

S = {a=a, r=a, y=b, r=a} o={}
Zerlegung nullstellig (auf a angewandt):

S = {z=a, y=b, x=a} o={}
Anwendung;:

S = {y=b, a=a} o={a/x}
Anwendung;:

S ={a=a} o ={a/xz,b/y}
Zerlegung nullstellig:

S={} o ={a/x,b/y}
Ergebnis: {a/z,b/y}. "
Beispiel 4.7.7. Fiir s = g(f(a), f(x),y,x) und t = g(f(a), f(a),b, f(a)) ergeben sich beim

Aufruf von angleichung(s,t) bei entsprechender Auswahl der Umschreibungsregeln der Reihe
nach folgende Werte:

Initialisierung;:

S ={g(f(a), f(x),y,2)=g(f(a), f(a),b, f(a))} o={}
Zerlegung:

S =A{f(a)=f(a), f(x)=f(a), y=b, v=f(a)} o={}
Zerlegung (zweimal angewandt):

S = {a=a, v=a, y=b, z=f(a)} o={}
Zerlegung nullstellig (auf a angewandt):

S = {z=a, y=b, z=f(a)} o={}
Anwendung;:

S = {y=b, a=f(a)} o ={a/x}
Abbruch (auf a=f(a) angewandt):

S=1 o={a/z}

Ergebnis: scheitert.
Es wére auch moglich gewesen, vor der Abbruchregel noch die Anwendungsregel auf y=b
anzuwenden und dadurch o zu verdandern. Das Ergebnis ware trotzdem scheitert. n

Satz 4.7.8. Ist s ein Term und ¢ ein Grundterm, so gilt fiir jede Auswahl der Umschrei-
bungsregeln in Schritt 2 des Angleichungsalgorithmus:

1. (Terminierung) angleichung(s,t) terminiert und liefert als Ergebnis entweder eine Grund-
substitution oder scheitert.
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2. (Korrektheit) Wenn angleichung(s,t) als Ergebnis eine Substitution o liefert, so gilt
so =t.

3. (Vollstandigkeit) Wenn angleichung(s,t) als Ergebnis scheitert liefert, so gibt es keine
Substitution ¢ mit so = t.

Beweis:

1. Da t ein Grundterm ist, gilt fiir den initialen Wert von S, dass die rechte Seite jeder
Gleichung variablenfrei ist. Man {iberpriift leicht, dass jede Anwendung einer Um-
schreibungsregel diese Figenschaft erhélt. Also ist o stets eine Grundsubstitution.

Der Rang rg von Termen, Gleichungen usw. sei wie folgt definiert:

rg(c) =1 Konstante
rg(f(t1,...,tn)) = 1+rg(ty) + -+ rg(tn)

rg(L=R) = 19(R) Gleichung
rg({L1=R1, ..., L,=R,}) = rg(Ry)+---+r9(R,)  Menge
rg(L) = 0

Jede Anwendung einer Umschreibungsregel verkleinert r¢(.S):
Zerlegung:

Rang vorher: 1+ rg(t1) + -+ 4+ rg(tx) + rg(R1) + -+ + rg(Ry)
Rang nachher: rg(t1) + -+ 4+ r9(tg) + r9(R1) + -+ - + rg(Ry)
Das ist eine Verkleinerung um 1.

Zerlegung nullstellig:
Rang vorher: 1 + rg(Ry) + -+ 4+ 19(Ry)
Rang nachher: rg(Ry) + -+ + rg(Ry,)
Das ist eine Verkleinerung um 1.

Anwendung:
Rang vorher: rg(to) + rg(R1) + - - + rg(Ry)
Rang nachher: rg(Ry) + - -+ rg(Ry,)
Das ist eine echte Verkleinerung, da stets rg(tp) > 0 gilt.

Abbruch:

Rang vorher: > 1
Rang nachher: 0

Fiir den initialen Wert gilt rg(S) = rg(t). Dieser endliche Wert ist also eine Obergrenze
flir die Anzahl der Umschreibungsschritte, so dass die Schleife in Schritt 2 terminiert.

Enthélt S eine Gleichung, so ist mindestens eine der Umschreibungsregeln anwendbar.
Die Schleife ist also immer fortsetzbar bis S = () oder S = L ist. Damit liefert der
Algorithmus in Schritt 3 als Ergebnis entweder die Grundsubstitution o oder scheitert.

2. Wir zeigen folgende Invariante des Angleichungsalgorithmus:

Sei S = {L1=R;y, ..., L,=R,} die aktuelle Gleichungsmenge und o die
aktuelle Grundsubstitution.
Fiir jede Grundsubstitution 7 mit Ly7=R4, ..., L,7=R, gilt soT = t.
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Initialisierung:

Das initiale S ist {s=t}, das initiale o die Identitét. Dafiir gilt die Invariante.

Zerlegung;:
Die Invariante gelte in einem Zustand vor Anwendung der Regel. Das heif3t, fir je-
de Grundsubstitution 7 mit f(s1,...,sx)7 = f(t1,...,tx), LiT=R1, ..., Lp,7=R,
gelte soT =t.
Nach Definition ist f(s1,...,s5)7 = f(t1,...,tx) gdw. si7=t1, ..., spT=t} ist,

so dass die Invariante auch im Zustand nach Anwendung der Regel gilt.

Zerlegung nullstellig:
analog, weil nach Definition c¢r = c fiir jedes 7 gilt.

Anwendung:
Die Invariante gelte in einem Zustand vor Anwendung der Regel. Das heifit, fiir
jede Grundsubstitution 7 mit z7 =ty, Li7=R1,...,L,7=R, gelte soT =t.
Fiir den Zustand nach Anwendung der Regel sei 7/ eine Grundsubstitution mit
Li[to/x]™" = Ry, ..., Lylto/x]7" = R,,. Da ty ein Grundterm ist, gilt fiir dieses
7" auch to7' = tp und damit z[tg/x]7" = to. Die Grundsubstitution {to/x} U7’ ist
somit ein 7, das die Bedingungen der Invariante vor Anwendung der Regel erfiillt.
Also gilt softy/x]T' =t.
Nun ist aber das neue o’ gerade o U {to/x}, so dass so’r’ = ¢ gilt. Damit gilt die
Invariante auch im Zustand nach Anwendung der Regel.
Abbruch:
wird nicht angewandt, wenn der Algorithmus eine Substitution als Ergebnis liefert.
Wenn der Algorithmus eine Substitution als Ergebnis liefert, ist die Gleichungsmenge
S leer, und die Identitédtssubstitution 7 = ¢ erfiillt trivialerweise die Voraussetzungen
der Invarianten. Also gilt soe =t und damit so = t.

. Wir zeigen folgende Invariante des Angleichungsalgorithmus:

Sei S = {L1=Ry, ..., L,=R,} die aktuelle Gleichungsmenge und o die
aktuelle Grundsubstitution.

Wenn es eine Grundsubstitution ¥ gibt mit s1 = ¢, dann gibt es eine Grund-
substitution 7 mit Li7=Ry, ..., L,7=R,

Initialisierung;:
Die initiale Gleichungsmenge ist {s=t}, und die Invariante gilt.

Zerlegung:
Die Invariante gelte in einem Zustand vor Anwendung der Regel. Das heifit, wenn
es eine Grundsubstitution 9 gibt mit sv = ¢, dann gebe es eine Grundsubstitution
T mit f(sl, ce ,Sk)T = f(tl, ce ,tk), LlT:Rl, ey LnT:Rn
Nach Definition ist f(s1,...,s%)7 = f(t1,...,tx) gdw. s17=t1, ..., sgT=t} ist, so
dass die Invariante auch im Zustand nach Anwendung der Regel gilt.

Zerlegung nullstellig:
analog, weil nach Definition c¢r = c fiir jedes 7 gilt.
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Anwendung;:
Die Invariante gelte in einem Zustand vor Anwendung der Regel. Das heifit,
wenn es eine Grundsubstitution ¢ gibt mit s = ¢, dann gebe es eine Grund-
substitution 7 mit 7 = ty, L17=R1, ..., L,7=R,. Wegen der ersten Glei-
chung hat 7 die Form {to/x} U 7. Es gibt also eine Grundsubstitution 7/ mit
Li[to/z|T'=Ry, ..., Ly[to/z]T'=R,. Die Invariante gilt somit auch nach Anwen-
dung der Regel.

Abbruch:
Liefert der Algorithmus das Ergebnis scheitert, dann wurde unmittelbar davor die
Abbruchregel angewandst.
Die Invariante gelte in einem Zustand vor Anwendung der Regel. Dann enthélt
die Gleichungsmenge eine Gleichung f(...) = g(...), und dafiir gibt es kein 7 mit
f(..)T =g(...). Nach der Invarianten gibt es dann auch kein ¥ mit s =¢. =

PUHR-Tableaus

Definition 4.7.9 (bereichsbeschrankt [Klausel]). Eine Klausel in Implikationsnormalform
(R = K) heifit bereichsbeschrankt, wenn alle im Kopf K vorkommenden Variablen ebenfalls
im Rumpf R vorkommen. n

Zum Beispiel ist (A (p(z,y), q(y,2)) = V*(r(z), s(x,z))) bereichsbeschriankt, wogegen
(N (p(a,y), q(y,2)) = V*(r(z), s(z,2z))) nicht bereichsbeschrankt ist. Jede Klausel der
Gestalt (R = K), in deren Kopf K keine Variable vorkommt, ist bereichsbeschrinkt. Eine
Klausel der Gestalt (A*() = K) ist nur dann bereichsbeschrénkt, wenn keine Variable in K
vorkommt.

Ein PUHR-Tableau ist ein Baum, dessen Knoten Vorkommen von Grundformeln sind. Die
folgende Schreibweise dient als Hilfsmittel fiir die Definition von PUHR-Tableaus.

Notation 4.7.10. Ist 7' ein Baum und N ein Knoten in 7', so bezeichnet Vorfahren(N)
die Menge aller Knoten auf dem Pfad von N zur Wurzel des Baums T, einschliefilich der
Wurzel und einschliellich NV selbst. "

Definition 4.7.11 (PUHR-Tableau). Sei S eine Menge von bereichsbeschrinkten Klau-
seln in Implikationsnormalform. Ein PUHR-Tableau fiir S ist ein Baum, dessen Knoten
Vorkommen von £-Formeln sind und der wie folgt gebildet werden kann:

1. Der degenerierte Baum, der aus dem einzigen Knoten T besteht, ist ein PUHR-Tableau
fiir S, genannt das initiale PUHR-Tableau.

2. Ist T' ein PUHR-Tableau fiir S und ist N # V*() ein Blatt von T, so ist jeder Baum
ein PUHR-Tableau fiir S, der aus 7" durch Anwendung einer der folgenden Erweite-
rungsregeln auf NV entsteht.

PUHR-Regel: Splitting-Regel:
A
An V¥(A1, ..., Ag)
\/*(Kl,...,Km)O' Aq ‘ ‘ A,
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Die PUHR-Regel ist anwendbar auf N, wenn gilt:

Es gibt eine Klausel C' = (A*(Ry,...,R,) = V*(K1,...,Ky)) in S, n >0, m > 0,
und Atome Ay, ..., A, € Vorfahren(N) und eine Grundsubstitution o mit R;oc = A;
fir allei € {1,...,n}.

Dann wird V*(K7y,. .., K,,)o als Nachfolgerknoten von N hinzugefiigt.

Man sagt dann auch, dass die PUHR-Regel mit der Instanz Co der Klausel C' € S
angewandt wird.

Die Splitting-Regel ist anwendbar auf NV, wenn gilt:
Es gibt eine Disjunktion V*(Ay,..., Ay) € Vorfahren(N) mit m > 1.
Dann wird jedes A; fiir j € {1,...,m} als ein Nachfolgerknoten von N hinzugefiigt.

Sei (T;)ien eine unendliche Sequenz von endlichen PUHR-Tableaus fiir S, so dass Tj
das initiale Tableau ist und fiir jedes ¢ € N das Tableau T; 11 aus T; durch Anwendung
einer der obigen Erweiterungsregeln entsteht.

Der Baum T, dessen Knotenmenge die Vereinigung der Knotenmengen aller 7; und
dessen Kantenmenge die Vereinigung der Kantenmengen aller 7; ist, ist ein (unendli-
ches) PUHR-Tableau fiir S.

Zu jedem endlichen Anfangsstiick P eines Asts von T gibt es also ¢ € N, so dass P ein
Ast von Tj ist. L]

Bemerkungen:

1.

PUHR steht fiir Positive Unit Hyper-Resolution. Das ist eine Zusammensetzung von
Bezeichnungen verschiedener anderer Beweismethoden, auf denen die PUHR-Tableau-
Beweismethode aufbaut.

Der Name Tableau, franzosisch fiir Tabelle, stammt aus einer Zeit, als noch keine Soft-
ware fiir Textverarbeitung und -layout verfiigbar war und Badume aus typographischen
Griinden als Tabellen dargestellt wurden. Die Schreibweise der Splitting-Regel erinnert
noch an diese Tabellen-Darstellung.

Die Knoten eines PUHR-Tableaus sind ,Vorkommen von £-Formeln* und nicht einfach
»L-Formeln“, weil die gleiche Formel an verschiedenen Stellen im Baum als Knoten
vorkommen kann. Das ist im folgenden Beispiel der Fall.

Die Bedingung ,,N # V*()* im Punkt 2 der Definition verhindert, dass ein Vorkommen
von V*() im Tableau Nachfolgerknoten hat.

. Aus der Gestalt der Erweiterungsregeln ergibt sich sofort, dass in einem PUHR-Tableau

jeder Knoten aufler der Wurzel entweder eine Disjunktion von Atomen oder ein Atom
ist. Wir werden sehen, dass es sich dabei immer um Grundformeln handelt.

Weiter ergibt sich aus der Gestalt der Erweiterungsregeln, dass jedes PUHR-Tableau
endlichen Verzweigungsgrad hat. (Es gibt aber im allgemeinen keine feste Obergrenze
flir den Verzweigungsgrad: S kann fiir jedes m € N eine Klausel mit m Atomen im
Kopf enthalten.) Nach dem Konig’schen Unendlichkeitslemma ist ein PUHR-Tableau
genau dann endlich, wenn alle seine Aste endlich sind.

Jedes nach 1. und 2. gebildete PUHR-Tableau ist endlich. Tableaus mit unendlichen
Asten konnen nur durch die Grenzwertbildung geméiB 3. entstehen. ]
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Beispiel 4.7.12. Sei S die Menge der folgenden Grundklauseln. Die Namen der Klauseln
sollen nur den Bezug darauf erleichtern.

Ci = N () = V*(semester)

Ch = N () = V*(dozent(bry))

Cs = N (dozent(bry)) = V*(lehrt(bry), forscht(bry))
Cy = N (dozent(bry), semester) = V*(lehrt(bry))

Cs = N (lehrt(bry), forscht(bry)) = V*()

Ce = N (forscht(bry)) = V*(froh(bry))

Das initiale Tableau T enthélt keine Disjunktion, so dass die Splitting-Regel nicht anwend-
bar ist, und es enthélt kein Atom, so dass die PUHR-Regel nur mit Klauseln anwendbar ist,
deren Rumpf die leere Konjunktion ist. Das ist fiir die Klauseln C7 und Cy der Fall.

Eine Anwendung der PUHR-Regel mit C} fiigt den Kopf V*(semester) dieser Klausel als
Nachfolger des Wurzelknotens in das Tableau ein:

T
I

V*( semester )

Auf das einzige Blatt dieses Tableaus wire wieder die PUHR-~Regel mit C; anwendbar,
so dass ein zweites Vorkommen von V*(semester) als Nachfolgerknoten hinzukdme (es ist
klar, dass derartige Wiederholungen nicht niitzlich sind — man kann sie verhindern, indem
man die Anwendbarkeitsbedingungen der Erweiterungsregeln geeignet verscharft). Aufler-
dem anwendbar ist die PUHR-Regel mit Cy (wie schon im initialen Tableau) sowie die
Splitting-Regel (da der einzige Ast jetzt eine Disjunktion enthélt).

Wir wenden die Splitting-Regel an. Da die Disjunktion zuféllig nur ein einziges Atom
enthalt, entsteht ein einziger Nachfolgerknoten:

T
I

V*( semester )

semester

Abgesehen von Wiederholungen ist an dieser Stelle nur die PUHR-Regel mit C5 anwend-
bar, danach die Splitting-Regel, und es entsteht:

T
I

V*( semester )
I
semester
I
V*(dozent(bry))

dozent(bry)
Jetzt enthélt der Ast alle Atome aus dem Rumpf der Klausel C3, so dass die PUHR-Regel

mit dieser Klausel anwendbar ist. Die dadurch eingefiigte Disjunktion enthélt zwei Atome,
und die Anwendung der Splitting-Regel fiihrt zu einer echten Verzweigung:
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T
I

V*( semester )

semester
|
V*( dozent(bry))
dozent(bry)
V*(lehrt(bry), forscht(bry))
/ \
lehrt(bry) forscht(bry)

Im linken Ast wére jetzt aufler Wiederholungen noch eine Anwendung der PUHR-Regel
mit C4 moglich. Dadurch kiime aber nach dem Splitting nur ein weiteres Vorkommen des
Atoms lehrt(bry) hinzu, so dass diese Anwendung genausowenig niitzlich wére wie eine Wie-
derholung. Andere Moglichkeiten gibt es fiir diesen Ast nicht. Man iiberzeuge sich, dass die
von der Menge der Atome in diesem Ast reprasentierte Herbrand-Interpretation ein Modell
von S ist.

Im rechten Ast ist das Atom, das durch Anwendung der PUHR-Regel mit C4 und an-
schlieendem Splitting entsteht, noch nicht vorhanden, so dass die Anwendung in diesem
Fall niitzlich ist. Dadurch wird anschliefend die PUHR-Regel mit C5 anwendbar:

T
I

V*( semester )

semester
|
V*(dozent(bry))
dozent(bry)
V*(lehrt(bry), forscht(bry))
/ \
lehrt(bry) forscht(bry)
|
V*(lehrt(bry))

lehrt(bry)
|
V()
1

Der rechte Ast enthélt zwar alle Atome aus dem Rumpf von Cg, aber nach Definition
ist auf einen Knoten V*() keine weitere Regelanwendung moglich. Deshalb ist dieser Ast
mit dem Symbol 1 gekennzeichnet. Ware die PUHR-Regel mit Cs erst nach allen ande-
ren Moglichkeiten angewandt worden, wiirde der Ast aber zusétzlich das Atom froh(bry)
enthalten.

Von dem Atom lehrt(bry) gibt es zwei Vorkommen in diesem Tableau.

Um die Baume iibersichtlicher zu halten, werden wir ab sofort Disjunktionen mit einem
einzigen Atom nicht mehr explizit darstellen. Das obige Tableau hat dann folgende kompak-
tere Darstellung:
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T
semlester
dozenlt(bry)
Vv ( lehrt(bry),l forschi(bry))
lehrt(bry) forscht(bry)
lehrt(bry)
. 0
1

Enthélt die Klauselmenge S keine Variablen, ist die PUHR-Regel mit einer Klausel an-
wendbar, wenn alle Atome des Klauselrumpfs im aktuellen Ast enthalten sind. Im Fall mit
Variablen ist jeweils noch eine Grundsubstitution beteiligt, so dass nicht die Rumpfatome
selbst, sondern ihre Instanzen im aktuellen Ast enthalten sein miissen. Diese Grundsubsti-
tutionen kénnen mit dem Angleichungsalgorithmus berechnet werden. Man tiberpriife, dass
der obige Baum auch ein PUHR-Tableau fiir folgende Klauselmenge ist:

N() = V*(semester)
) = V*(dozent(bry))
N (dozent(x)) = V*(lehrt(x), forscht(z))
N (dozent(x), semester) = V*(lehrt(x))
N (lehrt(x), forscht(z)) = V*() L]

>

Die néachsten Beispiele illustrieren einige Phénomene im Zusammenhang mit unendlichen
Tableaus.

Beispiel 4.7.13.  Folgende Klauselmenge ergibt ein Tableau mit einem unendlichen Ast
und unendlich vielen Blattern.

T A () = V*(p(a))
! N (p(z)) = V*(q(z), p(f(2)))

p(la)
Vi g(a) p7(@)
a(a) (o)
VA (q(f(a)), p(F(f(a))))
— —~—
a(f(a)) P @)
v (a(f(F@) p(F (@)
W@y R

p(f(f(lf(a))))

In diesem Beispiel kommt nirgends in dem unendlich grolen Tableau ein Knoten V*() vor.
Aber mit einer zusitzlichen Klausel kann man das Beispiel so &ndern, dass alle Blatter des
Tableaus zu V*() werden.
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T AN () = V*(pla))
I N (p(z)) = V*(q(z), p(f(x)))
p(la) N(p(x), q(z)) = V*()
V*(q(a), p(f(a)))
\
q(la) p(fl(a))
V*() V*(q(f(a)), p(f(f(a))))
i — —~—
q(f(a)) p(f(JT(a)))
V() V*(q(f(f(a))), p(f(f(f(a)))))
q(f(Ji(a))) p(f(f(lf(a))))
V() :
1 : .

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Endlichkeit oder Unendlichkeit eines Tableaus auch
davon abhéngt, wie die Regeln und Klauseln ausgewahlt werden.

Beispiel 4.7.14.
T N() = V*(p(a))
| N(p(x)) = V*(p(f(z)))
plo) PP, Do) = VA0
p(fl(a)) N(p(x)) = V*(p(g(x)))
p(f(ch(a)))
p(f(f(f(a))))

Es entsteht ein Tableau mit einem unendlichen Ast, wenn die PUHR-Regel nie mit den
letzten beiden Klauseln angewandt wird. Eine Anwendung der PUHR-Regel mit der letzten
Klausel ermoglicht eine Anwendung mit der dritten Klausel. Dann entsteht V*(), und damit
ist das Tableau endlich. "

Wir erinnern daran, dass ein Ast eines Baums ein von der Wurzel ausgehender Pfad
maximaler Lénge ist. Ein Ast ist also eine Sequenz von Knoten, die mit der Wurzel beginnt
und entweder mit einem Blatt endet oder unendlich ist. Wir werden einen Ast A im folgenden
meist als Menge seiner Knoten auffassen (also die Reihenfolge der Knoten in der Sequenz
ignorieren) und die {iblichen Mengenoperationen dafiir verwenden.

Definition 4.7.15 (geschlossen [Tableau]).
1. Ein Ast eines PUHR-Tableaus heifit geschlossen, wenn er V*() enthélt und offen, wenn
er V*() nicht enthélt.

2. Ein PUHR-Tableau heifit geschlossen, wenn alle seine Aste geschlossen sind und offen,

wenn es wenigstens einen offenen Ast hat. n

Alle Tableaus in den obigen Beispielen sind offen. In Beispiel 4.7.13 im zweiten Fall sind
alle endlichen Aste des Tableaus geschlossen, aber der Ast ganz rechts ist unendlich und
offen.
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Satz 4.7.16.
1. Jedes geschlossene PUHR-Tableau ist endlich.

2. Ein offener Ast eines PUHR-Tableaus kann endlich oder unendlich sein.

3. Jeder Knoten eines PUHR-Tableaus aufler der Wurzel ist eine Disjunktion von Grund-
atomen oder ein Grundatom.

Beweis:
1. Wenn ein Ast geschlossen ist, also V*() enthélt, ist dieser Knoten ein Blatt, weil nach
Definition keine Erweiterungsregel auf ihn angewandt werden kann. Wenn ein Tableau
geschlossen ist, endet somit jeder Ast mit einem Blatt.

2. In Beispiel 4.7.12 kommt ein endlicher offener Ast vor, in Beispiel 4.7.13 ein unendlicher
offener Ast.

3. Das initiale Tableau hat die behauptete Eigenschaft.

Sei T' ein endliches Tableau, in dem jeder Knoten eine Disjunktion von Grundatomen
oder ein Grundatom ist. Wird die Splitting-Regel auf 7' angewandt, sind die neu-
en Knoten Grundatome. Bei einer Anwendung der PUHR-Regel mit einer bereichs-
beschrankten Klausel (A (Ry, ..., R,) = V*(K1,...,K,,)) und Grundsubstitution o
kommt nach Definition jedes R;o als Knoten in T" vor und ist somit variablenfrei, also
ist wegen der Bereichsbeschranktheit auch V*(K7, ..., K,,)o variablenfrei, das heifit,
der neue Knoten ist eine Disjunktion von Grundatomen. Damit besitzt jedes endliche
PUHR-Tableau die behauptete Eigenschaft.

Sei T' ein unendliches Tableau, das aus einer Sequenz (T;);cn von endlichen Tableaus
gebildet ist. Da jeder Knoten von T in einem der endlichen T; vorkommt, hat auch T
die behauptete Eigenschaft. n

Eigenschaften der PUHR-Tableau-Beweismethode

Die PUHR-Tableau-Beweismethode ist eine Modellgenerierungsmethode fiir bereichsbeschrénk-
te Klauselmengen in Implikationsnormalform. Wie jede Modellgenerierungsmethode kann sie
auch als Widerlegungsmethode eingesetzt werden (siehe den Abschnitt zur Davis-Putnam-
Beweismethode). Wenn ein geschlossenes PUHR-Tableau fiir eine Klauselmenge S konstru-
iert werden kann, ist S unerfiillbar. Offene Aste reprisentieren Modelle von S, sofern eine
gewisse Fairness-Bedingung eingehalten wird.

Fiir den Rest dieses Abschnitts wird an einer Sprache £ der Préadikatenlogik erster Stufe
und an einer (moglicherweise unendlichen) Menge S von bereichsbeschrénkten Klauseln in
Implikationsnormalform festgehalten.

Hilfssatz 4.7.17.
1. Ist N ein Knoten in einem PUHR-Tableau fiir S, auf den die PUHR-Regel angewandt
wurde, gilt fiir seinen direkten Nachfolgerknoten N’ dass Vorfahren(N)UV(S) = N'.

2. Ist N ein Knoten in einem PUHR-Tableau fiir S, auf den die Splitting-Regel angewandt
wurde, dann gibt es zu jeder Interpretation M mit M = Vorfahren(N) U V(S) einen
direkten Nachfolgerknoten N’ von N mit M = N'.
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Beweis:
1. Sei M eine Interpretation mit M = Vorfahren(N) UV(S). Sei die PUHR-Regel ange-
wandt mit der Instanz Co einer Klausel C = (A"(Ry,...,Ry,) = V*(K1,...,Kp)) € S,
n >0, m > 0. Der Nachfolgerknoten ist also N = V*(K1,...,Ky)o.

Wegen M = V(5) gilt M = V(C), also erfiillt M auch die Grundinstanz Co von C
(diese Richtung gilt fiir alle Interpretationen, nicht nur fiir Herbrand-Interpretationen).
Nach Definition der PUHR-Regel ist {R;0, ..., R,0} C Vorfahren(N), und damit gilt
M E= N(Ry,...,Ry)o. Wegen M |= Co gilt auch M = V*(Kq,...,Kpy)o.

2. Sei M ein Modell von Vorfahren(N)UVY(S), und sei V*(Ai, ..., An) € Vorfahren(N)
mit m > 1 die Disjunktion, mit der die Splitting-Regel angewandt wurde. Dann gilt
M = Vv*(Ai,...,Ap), und da es nach Satz 4.7.16 eine Disjunktion von Grundatomen
ist, auch M = Aj fiir ein j € {1,...,m}. Die Behauptung gilt fiir N’ = A;. "

Satz 4.7.18. Sei M ein Modell von V(S). Sei T ein PUHR-Tableau fiir S. Sei A ein endlicher
Ast von T' mit M = A, und sei N das Blatt in A.

Bei Anwendung einer Erweiterungsregel auf N entsteht ein direkter Nachfolgerknoten N’
von N, so dass A" := AU{N'} ein endlicher Ast des resultierenden Tableaus ist mit M = A’.

Beweis: Dass A’ endlicher Ast ist, ist trivial. Da IV ein Blatt in A ist, ist Vorfahren(N) = A.
Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt also M = Vorfahren(N) UV(S). Satz 4.7.17 ga-
rantiert die Existenz eines Nachfolgerknotens N’ mit M = N’ und damit M = AU{N'}. »

Satz 4.7.19. Zu jedem Modell M von V(S) hat jedes PUHR-Tableau fiir S einen Ast A
mit M = A.

Beweis: Sei M ein Modell von V(). Die Behauptung gilt fiir das initiale Tableau wegen
M = T. Fiir endliche PUHR-Tableaus ergibt sie sich als Sonderfall der folgenden Konstruk-
tion fiir unendliche Tableaus.
Sei T ein unendliches Tableau fiir S, das aus einer Sequenz (T;);cn von endlichen Tableaus
gebildet ist. Wir definieren fiir das gegebene M in jedem T; einen Ast A; wie folgt:
Ag := einziger Ast des initialen Tableaus Tjp.

A; U{N]} falls T;11 aus T; entsteht durch Anwendung einer Erweiterungs-
regel auf das Blatt N; € A;, wobei N, ein Nachfolgerknoten von
Ay = N; gemafl Satz 4.7.18 ist.

A; falls T 41 aus T; entsteht durch Anwendung einer Erweiterungs-
regel auf ein Blatt N ¢ A;.

A;t1 ist jeweils ein endlicher Ast in T;41. Gilt M | A;, dann auch M = A;4; (im oberen
Fall nach Satz 4.7.18).

Fiir jedes i € N ist damit A; ein Ast in 7; mit M |= A;. Da die Sequenz (T;);en beliebig
ist, folgt daraus die Behauptung fiir jedes endliche Tableau.

Fiir das unendliche Tableau T berticksichtigen wir zusétzlich, dass nach Konstruktion
Ag C AL C Ay C .. gilt. Sei A= | A;.

1€EN
Dann ist A ein Ast von 7' mit M = A. Denn angenommen, es gébe eine Formel F' € A
mit M = F, so gibe es i € N mit F' € A;, also M [~ A;, Widerspruch. n
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Satz 4.7.20 (Korrektheit beziiglich Unerfiillbarkeit). Gibt es ein geschlossenes PUHR-
Tableau fiir S, so ist V(.5) unerfiillbar.

Beweis: Angenommen, es gibe ein geschlossenes PUHR-Tableau T fiir S, aber ein Modell
M von V(S). Nach Satz 4.7.19 hat T einen Ast A mit M = A. Da T geschlossen ist, enthélt
A die Formel V*() und wird damit von keiner Interpretation erfiillt. Widerspruch. "

Fiir die iibrigen Eigenschaften der PUHR-Tableau-Beweismethode ist noch eine Voraus-
setzung erforderlich. Offensichtlich kann nicht gelten, dass jeder offene Ast jedes beliebigen
PUHR-Tableaus fiir S ein Modell von S représentiert, weil zum Beispiel das initiale Tableau
unabhiingig von S immer aus einem offenen Ast besteht. Offene Aste, in denen Regelanwen-
dungen moglich, aber noch nicht durchgefiihrt sind, erlauben keine Aussage iiber die Erfiill-
barkeit von S. Die Aste, die eine Aussage erlauben, werden durch die Fairness-Eigenschaft
charakterisiert.

Definition 4.7.21 (fair [Tableau]).

1. Ein Ast A eines PUHR-Tableaus T fiir S heifit fair, wenn er geschlossen ist oder wenn
er offen ist und folgende Eigenschaften hat:

a) Fir jede Klausel (N(Ry,...,Ry) = V*(K1,...,Ky)) € S und fir jede Grund-
substitution o mit {Ry0,...,R,o0} C A gilt auch V*(Kq,..., K)o € A.
b) Wenn V*(Ai,...,Ap) € Amit m > 1, dann auch A; € A fiir ein j € {1,...,m}.

2. Ein PUHR-Tableau heifit fair, wenn alle seine Aste fair sind. n

Man sagt auch, dass ein fairer Ast beziiglich der Erweiterungsregeln gesdttigt ist. Faire
Aste kénnen sowohl endlich als unendlich sein.

Die PUHR-Tableaus aus Beispiel 4.7.13 sind fair. Das unendliche, offene PUHR-Tableau
aus Beispiel 4.7.14 ist nicht fair, wenn es in der angegebenen Weise weiterentwickelt wird.
Ein faires PUHR-Tableau fiir die Klauselmenge dieses Beispiels wére:

Dieses Tableau ist fair, weil es geschlossen ist. Es gibt unendlich viele andere geschlossene
und damit faire PUHR-Tableaus, aber kein offenes faires PUHR-Tableau fiir diese Klausel-
menge.

Notation 4.7.22. Ist A ein Ast eines PUHR-Tableaus fiir S, bezeichnet Atome(A) die
Menge der atomaren Formeln in A. n
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Satz 4.7.23 (Korrektheit beziiglich Modellen). Fiir jeden offenen Ast A eines fairen PUHR-~
Tableaus fiir S gilt Hz(Atome(A)) = V(5).

Beweis:  Zu zeigen ist, dass Hg(Atome(A)) = V(C) fir jedes C € S. Sei also C =
(N(Ry,...,Ry) = V*(K1,...,K,,)) € S beliebig. Seien z1, ...,z die Variablen in C.

Angenommen, Hg(Atome(A)) = V(C). Nach Satz 3.8.10 gibt es Grundterme ¢4, . . ., tj mit
He(Atome(A)) ¥ Cltr/z1] ... [tr/xg]. Fir die Grundsubstitution o = {t1/x1,. .., tx/zi} gilt
damit Hy(Atome(A)) = Co, nach Definition von = also He(Atome(A)) = N(Ry,...,Ry)o
und Hp(Atome(A)) = V* (K, ..., Kny)o.

Alle R;o sind Grundatome, also gilt fiir die von Atome(A) représentierte Herbrand-
Interpretation Hg(Atome(A)) = Rio gdw. Rioc € Atome(A). Wegen He(Atome(A)) =
N(Ryo,...,Ry0) gilt damit, dass {R;0,...,R,0} C Atome(A) C A ist. Da A fair ist, gilt
auch V*(Kjo,...,Ky,0) € A. Da A offen ist, ist m > 1, und die Fairness garantiert dass
Kjo € Afirein j € {1,...,m}.

Nun ist aber Ko ein Grundatom, also Ko € Atome(A), somit gilt He(Atome(A)) = Kjo
und deshalb Hz(Atome(A)) = V*(Kio,..., Kyo), Widerspruch. "

Satz 4.7.24 (Vollstindigkeit beziiglich Unerfiillbarkeit). Ist V(S) unerfiillbar, so ist jedes
faire Tableau fiir S' geschlossen.

Beweis: Die Kontraposition folgt unmittelbar aus der Korrektheit beziiglich Modellen. =

Mit diesen Ergebnissen kann die PUHR-Tableau-Beweismethode als Semi-Entscheidungs-
verfahren fiir die Unerfiillbarkeit einer endlichen Menge von bereichsbeschrankten Klauseln
in Implikationsnormalform benutzt werden.

Beginnend mit dem initialen Tableau wendet man wiederholt die Erweiterungsregeln an.
Die Auswahl muss dabei sicherstellen, dass das entstehende Tableau fair ist. Das bedeutet
unter anderem, dass jede Klausel und jede Grundsubstitution, mit der die PUHR-Regel in
irgend einem Ast anwendbar ist, nach endlich vielen Schritten auch tatséchlich fiir diesen
Ast ausgewéhlt wird. Fiir ein endliches S ist dies nicht besonders schwierig, und auch fiir
ein unendliches, aufzihlbares S wére es moglich.

Ist S unerfiillbar, garantiert die Vollstandigkeit beziiglich der Unerfiillbarkeit zusammen
mit der Tatsache, dass jedes geschlossene PUHR-Tableau endlich ist, dass jede Auswahl, die
die Fairness sicherstellt, nach endlich vielen Schritten zu einem geschlossenen Tableau fiihrt.

Da die Erfiillbarkeit von S nicht entscheidbar ist, kann die PUHR-Tableau-Beweismethode
nicht vollstédndig beziiglich der Modelle sein. Auf den ersten Blick scheint dies dem Satz 4.7.19
zu widersprechen, der doch sicherstellt, dass jedes Modell von S in jedem PUHR-Tableau
einem Ast entspricht. Aber bei der Konstruktion eines fairen PUHR-Tableaus weifl man im
allgemeinen nicht, ob ein Ast bei weiterer Anwendung der Erweiterungsregeln irgendwann
geschlossen wird und damit kein Modell représentiert. Die Nicht-Entscheidbarkeit &uflert sich
hier in dem Ph#nomen, dass einige Modelle durch unendliche faire Aste reprisentiert sind,
so dass die Ungewissheit, ob der Ast vielleicht irgendwann geschlossen wird, nie beseitigt
wird. In Beispiel 4.7.13 ist die zweite Klauselmenge erfiillbar, aber nicht mit einer Herbrand-
Interpretation, die durch einen endlichen Ast représentiert werden kann. In solchen Fallen
terminiert eine faire Anwendung der Erweiterungsregeln nicht.

Fiir Spezialfille, zum Beispiel wenn die Sprache £ nur endlich viele Grundterme ermdog-
licht, kann man aus Satz 4.7.19 allerdings Vollstandigkeitsergebnisse beziiglich der Modelle
gewinnen.
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Optimierungen

Die PUHR-Tableau-Beweismethode beruht auf der Konstruktion eines fairen PUHR-Tableaus
fiir die gegebene Klauselmenge S. Diese Konstruktion kann durch eine Reihe von Optimie-
rungen verbessert werden.

Anwendbarkeitsbedingungen. Wie bereits in Beispiel 4.7.12 erlautert, sind Wiederholun-
gen von Regelanwendungen nutzlos. Man kann die Bedingungen fiir die Anwendbarkeit der
Erweiterungsregeln wie folgt verscharfen. Die PUHR-Regel ist fiir eine Klauselinstanz mit
Kopf V*(K1,..., K)o nur dann anwendbar, wenn weder diese Disjunktion noch eines der
Kjo im Ast vorkommen. Die Splitting-Regel ist auf eine Disjunktion V*(4i,...,A,,) nur
dann anwendbar, wenn keines der A; im Ast vorkommt. Man iiberpriift leicht, dass durch
diese Einschréinkungen die Fairness nicht verletzt wird.

Dadurch werden nicht nur Wiederholungen ausgeschlossen, sondern auch andere Redun-
danzen. Enthélt die Klauselmenge zum Beispiel A*() = V*(p) und A*() = V*(p,¢) und
ist in einem Ast die PUHR-Regel mit der ersten Klausel angewandt worden, dann ist sie
danach in diesem Ast nicht mehr mit der zweiten anwendbar. Die Optimierung &hnelt der
Subsumption-Vereinfachung bei der Davis-Putnam-Beweismethode.

Bevorzugung kleinerer Disjunktionen. In Beispiel 4.7.12 wird gegen Ende ein Tableau
erreicht, in dessen rechtem Ast die PUHR-Regel mit zwei Klauselinstanzen anwendbar ist:
C5 = N (lehrt(bry), forscht(bry)) = V*() und Cg = N (forscht(bry)) = V*(froh(bry)).

Im Beispiel wurde die PUHR-Regel mit C5 angewandt und der Ast geschlossen. Wire
die Anwendung mit Cg vorgezogen worden, wire der Ast danach durch die Anwendung mit
Cs ebenfalls geschlossen worden. Es ist in solchen Féllen also offensichtlich giinstiger, die
Klauselinstanzen mit leerem Kopf vorzuziehen.

Analog verhélt es sich in Féllen, wo eine Klauselinstanz ein einziges Atom im Kopf enthélt:
N () = V*(p) und A() = V*(g, 7, s). Wiirde man hier die PUHR-Regel zuerst mit der zweiten
Klausel anwenden, miisste nach dem Splitting in jedem der drei Aste die PUHR-Regel mit
der ersten Klausel angewandt werden. Bei der umgekehrten Reihenfolge bendtigt man mit
jeder Klausel nur eine Regelanwendung.

Die Verallgemeinerung dieser Beobachtungen besteht darin, bei Anwendungen der PUHR-
Regel die Klauselinstanzen mit méglichst wenigen Atomen im Kopf zu bevorzugen. Allerdings
diirfen dadurch die ,,groflen” Klauseln von den ,kleinen* nicht so stark verdringt werden, dass
die Fairness verletzt wiirde.

Komplement-Splitting. Es kann vorkommen, dass Aste eines PUHR-Tableaus beziiglich
ihrer Atome Teilmengen voneinander sind:

T N() = V*(p,q)
I N (p) = V*(q)
V*(p, q) N(q) = ...
/ \ q

e S
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Die Klauselmenge kann so erweitert werden, dass anstelle der drei Punkte ein beliebig
grofer Teilbaum entsteht, der zweimal bearbeitet wird.

Dies wird verhindert, wenn die Splitting-Regel dafiir sorgt, dass bei Verzweigungen dis-
junkte Félle entstehen (bei der Davis-Putnam-Beweismethode ergeben Verzweigungen ja
auch stets disjunkte Fille). Zum Beispiel kann der Fall p verschéarft werden zu p A =¢q. Das
erfordert Erweiterungen, weil damit auch negative Grundliterale im Tableau vorkommen
kénnen und ein Ast auch dann als geschlossen gelten muss, wenn er zwei komplementére Li-
terale enthélt. Mit diesen Modifikationen entsteht ein PUHR-Tableau, in dem der fragliche
Teilbaum nur noch einmal vorkommt.

T
I
V*(p,q)
p q
I .
q
1

Die Komplement-Splitting-Regel hat folgende allgemeine Gestalt:

V*(A1, As, ..., Am)

Aq
—A Ay
N I T

Wie bei der einfachen Splitting-Regel wird jedes Atom der Disjunktion als Nachfolger-
knoten hinzugefiigt, aber zusédtzlich kommen jeweils die Negationen aller Atome hinzu, die
weiter rechts in der Disjunktion vorkommen.

Die Eigenschaften der PUHR-Tableau-Beweismethode bleiben erhalten, wenn anstelle der
Splitting-Regel diese Komplement-Splitting-Regel verwendet wird. In vielen Féllen wird die
Effizienz dadurch verbessert. Obendrein ist die Komplement-Splitting-Regel die Grundla-
ge fiir eine Variante der Methode, mit der die sogenannten ,minimalen Modelle” generiert
werden konnen.

Syntax-Erweiterungen. Die Konjunktion von zwei Klauseln (A*(Ry,...,R,) = K) und
(N (Ry,...,R,) = K'), die den gleichen Rumpf haben, ist logisch dquivalent zu der Formel
(N(Rq,...,Ry) = (K A K')). Diese Formel ist aber keine Klausel.

Waéren auch Formeln mit Konjunktionen im Kopf erlaubt, hédtte dies aber operationale
Vorteile. Fiir die Anwendbarkeit der PUHR-Regel muss mit Hilfe des Angleichungsalgo-
rithmus eine Grundsubstitution o berechnet werden, so dass {Rj0,...,R,0} C A fiir den
aktuellen Ast A gilt. Diese Berechnung wére fiir die beiden Klauseln gleich und miisste fiir
die Formel mit der Konjunktion im Kopf nur einmal durchgefiihrt werden.

Die PUHR-Tableau-Beweismethode lasst sich verallgemeinern, so dass sie andere Formeln
als Klauseln in Implikationsnormalform behandeln kann, wobei diese Formeln eine entspre-
chende Verallgemeinerung der Bereichsbeschréanktheit einhalten miissen.
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Die Bereichsbeschrankungs-Transformation

Die behandelten Ergebnisse der PUHR-Tableau-Beweismethode gelten fiir eine Menge S von
bereichsbeschrankten Klauseln in Implikationsnormalform. Fiir nicht-bereichsbeschrankte
Klauseln gelten die Ergebnisse nicht. Es ware nicht mehr garantiert, dass alle Knoten eines
PUHR-Tableaus variablenfrei sind. Diese Eigenschaft war aber wesentlich, zum Beispiel fiir
die Korrektheit beziiglich der Unerfiillbarkeit (genau: fiir Satz 4.7.17 (2)).

Nach dem Normalformensatz fiir die Prédikatenlogik erster Stufe (Satz 4.4.14) kann jede
endliche Menge von £-Formeln in eine im wesentlichen gleichwertige endliche Klauselmen-
ge Ubersetzt werden. Fiir viele Anwendungen wird diese Klauselmenge bereichsbeschrinkt
sein. Bereichsbeschrinkte Klauseln entsprechen beschréankt quantifizierten Formeln (Ab-
schnitt 2.7) und ergeben sich deshalb hdufig aus den ,natiirlichen” Formalisierungen. Aber
es gibt auch Formelmengen, deren Klauselform nicht bereichsbeschrankt ist.

Wir zeigen nun noch, dass jede Klauselmenge in eine im wesentlichen gleichwertige Klausel-
menge iibersetzt werden kann, die bereichsbeschrankt ist. Damit ist die Bereichsbeschrankt-
heit keine echte Einschrankung und die PUHR-Tableau-Beweismethode zusammen mit dieser
Ubersetzung ist eine Beweismethode mit den genannten Eigenschaften fiir beliebige geschlos-
sene Formeln der Pradikatenlogik erster Stufe.

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei £ eine Sprache der Prédikatenlogik erster Stufe, die
mindestens eine Konstante enthélt. Sei S eine Menge von L-Klauseln in Implikationsnor-
malform. Sei £, eine Erweiterung der Sprache £ um ein einstelliges Relationssymbol D.

Definition 4.7.25 (Bereichsbeschrankungs-Transformation). Fiir jede Klausel C' € S der
Gestalt (N (R, ..., Ry) = V¥ (K1,...,Ky)) sel

C falls C bereichsbeschréankt ist
BB(C) = { (X(D(1),....D(xx), Ry,..., Rp) = V(K1,..., Km))
falls x1, ...,z die Variablen sind, die im Kopf von C' vorkommen,

aber nicht im Rumpf.

BB(L):= { (N() = V*(D(c))) | ¢ Konstantein £} U

{ (X(D(@1),..., D(wn) = VH(D(f (1, 20)))) |
f n-stelliges Funktionssymbol in £ }

BB(S):= {BB(C) | C €S} U BB(L) .

Die Menge S von £-Klauseln wird also iibersetzt in eine Menge BB(S) von L j,-Klauseln,
die nach Konstruktion bereichsbeschrinkt sind. Ist S endlich und besteht die Sprache £
genau aus den Symbolen, die in S verwendet werden (plus einer Konstanten, falls in S keine
vorkommt), dann ist BB(S) ebenfalls endlich.

Satz 4.7.26. Sei M eine L-Herbrand-Interpretation und sei M, die £ -Herbrand-Inter-
pretation, die simtliche Grundatome D(t) erfiillt und ansonsten mit M {ibereinstimmt.

Es gilt: wenn M = V(S), dann M, = V(BB(S)).

Beweis: Es gelte M = V(95).

Nach Satz 3.8.10 erfiillt My, den Allabschluss einer Klausel genau dann, wenn es jede
Grundinstanz der Klausel erfiillt. Da M}, sémtliche Grundatome D(t) erfiillt, erfiillt M D
auch jede Grundinstanz jeder Klausel aus BB(L), das heifit, M, |= BB(L). Es bleibt zu
zeigen, dass M, = V(BB(C)) fiir jedes C' € S gilt.
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Falls C' bereichsbeschrénkt ist, gilt BB(C) = C, und das Relationssymbol D kommt nicht
in C vor. Da in diesem Fall My, mit M iibereinstimmt und nach Voraussetzung M = V(C),
gilt auch M, = V(BB(C)).

Falls BB(C) = (N(D(x1),...,D(xg), Ry, ..., Ry) = V*(K1,...,Kp)), sei o eine beliebi-
ge Grundsubstitution, die alle Variablen in BB(C') instanziiert. Da M/, jedes Grundatom

D(z;)o erfiillt, gilt M, = BB(C)o gdw. My, = Co, was mit der gleichen Begriindung wie
im vorigen Fall gilt. Da o beliebig ist, gilt M/, = V(BB(C)). "

Satz 4.7.27. Sei M}, eine L -Herbrand-Interpretation und sei M die Restriktion auf die
Symbole von L, also eine £-Herbrand-Interpretation.
Es gilt: wenn M/, |= V(BB(S)), dann M = V(S).

Beweis:  Es gelte M, = V(BB(S5)).

Wegen M, = V(BB(L)) erhilt man mit einer trivialen strukturellen Induktion, dass fiir
jeden Grundterm ¢ gilt M, = D(t).

Sei C' € S. Ist C bereichsbeschrénkt, so ist C' € BB(S), und nach Voraussetzung gilt
My, = ¥(C). Da in C das Relationssymbol D nicht vorkommt, gilt auch M = V(C).

Falls C = (N(Ry,...,R,) = V*(Ki,...,K;,)) nicht bereichsbeschrénkt ist, sei o eine
beliebige Grundsubstitution, die alle Variablen in C' instanziiert. Damit instanziiert sie auch
alle Variablen in BB(C'). Nach Voraussetzung gilt My, = BB(C)o. Da M, jedes Grundatom
D(x;)o erfiillt, gilt My, = BB(C)o gdw. My, = Co. Da in C das Relationssymbol D nicht
vorkommt, gilt auch M |= Co. Da o beliebig ist, gilt M = V(C). "

Folgesatz 4.7.28. Zu jeder Menge S von Klauseln in Implikationsnormalform gibt es eine
Menge S” von bereichsbeschriankten Klauseln in Implikationsnormalform, so dass V(S) er-
filllbar ist gdw. V(S’) erfiillbar ist. n

Der Zusammenhang ist also &hnlich wie bei der Skolemisierung. Da die Transformation
die Sprache £ erweitert, sind S und S’ nicht logisch aquivalent, aber ,fast®.

Die hier beschriebene Transformation soll lediglich zeigen, dass die Bereichsbeschranktheit
keine prinzipielle Einschrankung ist. Operational betrachtet hat die obige Transformation
aber gewisse Nachteile. Es gibt andere Transformationen, die in dieser Hinsicht besser sind.

4.8 Exkurs: Deklarative Semantik von definiten Logikprogrammen
Im gesamten Abschnitt wird an einer Sprache £ der Pradikatenlogik erster Stufe festgehalten.

Definition 4.8.1 (Programmklausel).

e Eine definite Programmklausel ist ein Ausdruck entweder der Gestalt K :- A1,..., A, .“
mit n > 1 oder der Gestalt ,K .“, wobei K und die A; (i =1,...,n) £-Atome sind.

Hat eine Programmklausel die Gestalt , K :- Aq,..., A, .% heifit das Atom K der Kopf

der Programmbklausel, der Ausdruck Ay, ..., A, der Rumpf der Programmklausel.
Hat eine Programmklausel die Gestalt , K .“ heifit das Atom K der Kopf der Pro-
grammklausel.

e Ein definites Logikprogramm ist eine endliche Menge von definiten Programmklauseln.
|
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Bemerkungen: T und L sind keine Atome und kommen in definiten Programmklauseln
nicht vor. Eine Programmbklausel der Gestalt , K .« wird Faktum (auch: Fakt) genannt. Man
sagt sowohl, dass der Rumpf eines Faktums leer ist, als auch, dass ein Faktum keinen Rumpf
besitzt. "

Definition 4.8.2 (Programmklausel /Formel).

e Eine definite Programmklausel G der Gestalt K :-Ay,...,A,. représentiert die
Klausel F(G) := (A(A1,...,A,) = V*(K)) und damit die geschlossene universelle
L-Formel Y(F(G)).

e Eine definite Programmklausel G der Gestalt K. reprasentiert die unére Klausel
F(G) := v*(K) und damit die geschlossene universelle £-Formel V(F(G)).

e Fiir ein definites Logikprogramm P ist F'(P) die endliche Menge {F(G) | G € P} von

Klauseln.
e Ein Ausdruck R der Gestalt Ay,..., A, (also keine Programmklausel) reprasentiert
die £-Formel F(R) := N(A1,...,Ap). "

Definition 4.8.3 (bereichsbeschrinkt [Programmklausel]).
e Eine definite Programmklausel heifit bereichsbeschrinkt, wenn jede Variable, die im
Kopf der Programmklausel vorkommt, ebenfalls in ihrem Rumpf vorkommt.

e Ein definites Logikprogramm heifit bereichsbeschrénkt, wenn alle seine Programmklau-
seln bereichsbeschrankt sind. "

Offensichtlich kommt in einem bereichsbeschrankten Fakt keine Variable vor.

Semantik des kleinsten Herbrand-Modells

Definition 4.8.4 (Herbrand-Modell [Logikprogramm]). Secien P ein definites Logikpro-
gramm und M eine Teilmenge der Herbrand-Basis HB, von L. Die Menge M von Grunda-
tomen wird Herbrand-Modell (kurz: Modell) von P genannt, wenn die von M repréisentierte
Herbrand-Interpretation H, (M) die Formelmenge V(F(P)) erfiillt. n

Wir benutzen hier also die frither bereits erwédhnte Sprechweise, eine Menge von Grunda-
tomen mit der davon représentierten Herbrand-Interpretation gleichzusetzen und selbst als
Interpretation bzw. Modell zu bezeichnen.

Satz 4.8.5. Sei P ein definites Logikprogramm. Seien M und N zwei Teilmengen von HB,,
die Herbrand-Modelle von P sind.
M N N ist ein Herbrand-Modell von P.

Beweis: Nach Satz 3.8.10 (1) ist eine Herbrand-Interpretation genau dann ein Modell von
P, wenn sie fiir jede definite Programmklausel G € P und fiir jede Grundsubstitution o, die
alle Variablen in G instanziiert, die Formel F(G)o erfiillt. Sei also G € P und o eine solche
Grundsubstitution.

1. Hat G die Gestalt K., ist F(G)o = Ko ein Grundatom. Nach Voraussetzung gilt
He(M) = Ko und He(N) | Ko. Fir ein Grundatom heifit das Ko € M und
Ko € N. Daraus folgt Ko € MNN und He(MNN) = Ko, also He(MNN) = F(G)o.
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2. Hat G die Gestalt K :- R. und gilt He(MNN) £ F(R)o, gilt He(MNN) = F(G)o. Es
bleibt also der Fall Hz(M NN) = F(R)o, fiir den zu zeigen ist He(M NN) = F(K)o.

Da F(R) eine Konjunktion von Atomen ist, gilt sowohl Hy(M) = F(R)o als auch
He(N) = F(R)o (dies ware im allgemeinen nicht der Fall, wenn F(R)o Teilformeln
negativer Polaritét enthielte). Da M sowie N Herbrand-Modelle von P sind und F(G)o
erfiillen, gilt He(M) = Ko und He(N) = Ko. Mit der gleichen Begriindung wie im
ersten Fall folgt daraus He(M N N) = Ko. "

Definition 4.8.6 (Intendiertes Modell [Logikprogramm]). Sei P ein definites Logikpro-
gramm. Das intendierte Modell von P ist das kleinste Herbrand-Modell von P, d.h., der
Durchschnitt aller Herbrand-Modelle von P. m

Das kleinste Herbrand-Modell eines definiten Logikprogamms P ist nur dann wohldefiniert,
wenn gilt:

1. Die Menge aller Herbrand-Modelle von P ist nicht leer.

2. Der Durchschnitt einer Menge von Herbrand-Modellen von P ist ein Herbrand-Modell
von P.

Die erste Bedingung gilt, weil die Herbrand-Interpretation Hz(HBc), die alle Grunda-
tome erfillt, offensichtlich ein Modell von jedem definiten Logikprogramm ist. Die zweite
Bedingung folgt aus Satz 4.8.5.

Fixpunkt-Semantik

Definite Programmklauseln représentieren Klauseln in Implikationsnormalform. Sind die
Programmklauseln eines definiten Logikprogramms P bereichsbeschrankt, kann ein PUHR-
Tableau fiir F'(P) expandiert werden.

Satz 4.8.7. Sei P ein definites Logikprogramm, dessen Programmklauseln bereichsbe-
schrénkt sind. Sei T ein faires PUHR-Tableau fir F'(P).

T ist offen, besitzt einen einzigen Ast A und Hp(Atome(A)) ist das kleinste Herbrand-
Modell von P.

Beweis: Da in einem definiten Logikprogramm keine Disjunktion von mehr als einem
Atom vorkommt, fiithrt die Splitting-Regel in T nicht zu Verzweigungen. Also besitzt T nur
einen einzigen Ast A. Da V*() in einem definiten Logikprogramm nicht vorkommt, kann kein
Knoten von T ein Vorkommen von V*() sein, also ist A und damit 7" offen.

Sei M das kleinste Herbrand-Modell von P. Nach Satz 4.7.19 gilt, da A der einzige Ast
von T ist, He (M) = A. Wegen Atome(A) C A folgt daraus Hp (M) = Atome(A) und damit
Atome(A) C M.

Angenommen, es gibe K € M mit K ¢ Atome(A). Dann wird F(P) U {(A(K)=V*())}
nicht von Hg (M) erfiillt, und wegen der Minimalitdt von M ist diese Formelmenge uner-
filllbar. Da K ¢ Atome(A) und A der einzige Ast von T ist, ist T" ein faires offenes PUHR-
Tableau nicht nur fiir F'(P), sondern auch fiir F(P) U {(A"(K)=V*())}. Nach Satz 4.7.24
(Vollstandigkeit beziiglich Unerfiillbarkeit) ist 7' geschlossen. Widerspruch. Also gilt auch
M C Atome(A). "
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Dieses Ergebnis ermdoglicht eine operationale Charakterisierung des intendierten Modells
eines definiten Logikprogramms. Es entsteht durch wiederholte Anwendung der PUHR-
Tableau-Erweiterungsregeln, solange dies moglich ist, bis also ein ,Fixpunkt® erreicht ist
— was allerdings abzdhlbar unendlich viele Schritte erfordern kann.

Die Fixpunkt-Semantik von definiten Logikprogrammen, die nicht bereichsbeschrinkt
sind, lasst sich dhnlich definieren.

Nichtdefinite Logikprogramme

Nichtdefinite Logikprogramme sind endliche Mengen von Programmklauseln der Gestalt
WK i=Ly,...,Ly." mit n > 1 oder der Gestalt K .“ wobei K ein Atom ist und die L;
(i =1,...,n) positive oder negative Literale sind. Ein negatives Literal wird in einer Pro-
grammbklausel als not A dargestellt.

In der Logikprogrammierung wird die Negation dhnlich behandelt wie in relationalen Da-
tenbanken (siehe Abschnitt 3.9). Wie der Giiltigkeitsbegriff fiir nichtdefinite Logikprogram-
me formalisiert wird, ist aber eine viel schwierigere Frage als fiir relationale Datenbanken.
Diese Frage kann in verschiedenen Weisen beantwortet werden, iiber die es keinen allgemei-
nen Konsens gibt. Fiir die meisten praktischen Logikprogramme ist die intendierte Semantik
der Negation allerdings unumstritten und relativ einfach.

Zu den problematischen nichtdefiniten Programmen gehért das folgende:

mensch(a) .
weiblich(x) :- mensch(x), not maennlich(x).
maennlich(x) :- mensch(x), not weiblich(x).

Fiir dieses Logikprogramm gibt es zwei offensichtliche Herbrand-Modelle:
W = {mensch(a), weiblich(a)} und M = {mensch(a), maennlich(a)}

Aber W N M = {mensch(a)} ist kein Herbrand-Modell des Logikprogramms. Satz 4.8.5
gilt also fiir nichtdefinite Logikprogramme nicht. W und M sind jedoch beide ,minimal®
in dem Sinne, dass keine echte Teilmenge von W oder von M ein Herbrand-Modell des
Logikprogramms ist.

Zur Bezeichnung ,definit"

Die Bezeichnung ,definit* fiir Programmklauseln und Logikprogramme kommt daher, dass
im Gegensatz zu dem vorangehenden Beispiel jedes definite Logikprogramm ein eindeutiges
intendiertes Modell besitzt.

4.9 Der Endlichkeitssatz

Satz 4.9.1 (Endlichkeits- oder Kompaktheitssatz [PL1S]). Sei S eine unendliche Menge
von geschlossenen Formeln einer Sprache £ der Pradikatenlogik erster Stufe. Ist jede endliche
Teilmenge von S erfiillbar, so ist S erfiillbar.

Beweis: Da L abzdhlbar ist und es somit insgesamt nur abzéhlbar viele £-Formeln gibt,
ist S abzéhlbar unendlich.
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Nach Satz 3.8.22 gibt es eine Erweiterung L, von £ um abzéhlbar viele Funktionssymbole
und eine abzdhlbar unendliche Menge S, von universellen geschlossenen Lg,-Formeln, so
dass S genau dann ein Modell hat, wenn S, ein Modell hat. Zu jeder Formel F € S
sei Fy, € Sgko die eineindeutig zugeordnete universelle Formel. Sei 0.B.d.A. jedes F, in
Pranexform.

Zu jedem F' € S sei F* die Menge der Grundinstanzen von Fy,. Sei S* die Vereinigung
all dieser Mengen. Nach Satz 3.8.16 ist S, und damit S genau dann erfiillbar, wenn S* ein
Herbrand-Modell besitzt. Wie im Beweis von Satz 4.6.1 kénnen wir S* als aussagenlogische
Formelmenge ansehen.

Mit diesen Vorbereitungen zeigen wir jetzt die Kontraposition der Behauptung. Sei also
S unerfiillbar. Dann ist S* unerfiillbar. Nach dem Endlichkeitssatz fiir die Aussagenlogik
(Satz 3.3.9) gibt es eine unerfiillbare endliche Teilmenge {G1,...,G,} C S*.

Zu jeder der Formeln G; sei F; € S eine Formel mit G; € F. Es gibt zu jedem G;
mindestens eine solche Formel (es kann auch beliebig viele geben). Nun ist {F},. .., F,,} eine
Formelmenge, deren Menge von Grundinstanzen F} U... U F} die unerfiillbare Teilmenge
{G1,...,G,} enthilt und damit selbst unerfiillbar ist. Nach Satz 3.8.16 ist {F1,..., F,}
unerfiillbar, und es ist eine endliche Teilmenge von S. ]

Wie bereits in Kapitel 3 erwdahnt, bezieht sich der Name ,Kompaktheitssatz“ auf einen
Beweis des Satzes, der auf der Kompaktheit eines topologischen Raums beruht. Eine ande-
re verbreitete Technik zum Beweis des Endlichkeitssatzes setzt eine Beweismethode voraus.
Zum Beispiel ist die PUHR-Tableau-Beweismethode vollstdndig beziiglich der Unerfiillbar-
keit auch unendlicher bereichsbeschriankter Klauselmengen. Da jedes geschlossene PUHR-
Tableau endlich ist, wird darin die PUHR-Regel nur mit endlich vielen Klauseln angewandt,
und die entsprechende endliche Teilmenge von Klauseln ist unerfiillbar. Damit ist der End-
lichkeitssatz fiir bereichsbeschrinkte Klauseln eine einfache Folge aus diesem Vollstéandig-
keitsergebnis.

Der Satz gilt auch fiir die Pradikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit:

Folgesatz 4.9.2. Sei S eine unendliche Menge von geschlossenen Formeln einer Sprache
L der Pradikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit. Hat jede endliche Teilmenge von S ein
normales Modell, so hat S ein normales Modell.

Beweis: Hat jede endliche Teilmenge von S ein normales Modell, hat nach Satz 3.6.6 (1)
auch jede endliche Teilmenge von S'U GAS, ein Modell.
Nach dem Endlichkeitssatz besitzt folglich auch S U GAS, ein Modell M, also nach

Satz 3.6.6 (2) auch ein normales Modell M. Da S C SU GAS., ist M’ ein normales Modell
von S. L]

Folgesatz 4.9.3. Sei S eine unendliche Menge von geschlossenen Formeln einer Sprache £
der Préadikatenlogik erster Stufe, und sei F' eine geschlossene £-Formel. S = F' genau dann,
wenn es eine endliche Teilmenge E von S gibt, so dass E = F.

Beweis: Unmittelbare Folgerung aus Satz 4.9.1. "

Mit dem Endlichkeits-/Kompaktheitssatz lassen sich viele bemerkenswerte Resultate be-
weisen. Es folgen einige Beispiele davon.
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Zusammenhang von gerichteten Graphen

Ein gerichteter Graph ist ein Paar bestehend aus einer Menge von Knoten und einer zwei-
stelligen Relation iiber der Knotenmenge. Die Paare von Knoten in dieser Relation nennt
man Kanten. Ein Pfad ist eine endliche Folge Ny ... N, von Knoten, so dass (N;_1, N;) fiir
1 < i < n eine Kante ist. Die Anzahl n der Kanten nennt man die Lange des Pfads. Ein
gerichteter Graph heifit zusammenhéngend, wenn es zu jedem Paar N, N’ von Knoten einen
Pfad gibt, der mit N beginnt und mit N’ endet.

Satz 4.9.4. Der Zusammenhang von gerichteten Graphen ist in der Pradikatenlogik erster
Stufe nicht ausdriickbar.

Beweis: Sei L ein Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit mit zwei Kon-
stanten a und b und einem zweistelligen Relationssymbol k. Jede normale L-Interpretation
M entspricht einem Graph mit dem Universum von M als Knotenmenge und £ als Kan-
tenrelation. Alle Terme, insbesondere a und b, reprasentieren also Knoten. Offensichtlich
entspricht jeder Graph einer solchen Interpretation.

Angenommen, es gidbe eine Menge Z von Formeln der Préadikatenlogik erster Stufe, die
den Zusammenhang ausdriickt. Genauer heifit das, dass eine normale L-Interpretation genau
dann ein Modell von Z ist, wenn sie einem Graph entspricht, in dem es einen Pfad gibt von
dem Knoten, den a reprisentiert, zu dem Knoten, den b repréisentiert.

Nun betrachten wir folgende Formeln.

Fy = —(a=b)

F1 = ﬁk‘(a, b)

F, = —3dn /\*(k(a,xl), k:(:cl,b))

F3 = —dxidas /\*(k(a,xl), k‘({lfl,{lf2), k‘(IBQ,b))

Fy = —3zi3xeTxs N(k(a,x1), k(z1,22), k(z2,23), k(x3,b))
F, = —-3zy...3z,-1 N(k(a,z1), k(z1,22),...,k(xn-1,b))

Sei Sy := {Fp} und S,41 := S, U{F,41} fiir alle n € N und S* := U S,

Erfiillt eine normale L-Interpretation die Formel F,,, entspricht sie einem Graphen, in dem
es keinen Pfad der Lange n zwischen den durch a und b reprasentierten Knoten gibt. Erfillt
sie die Formelmenge .S, gibt es zwischen diesen Knoten keinen Pfad einer Lange < n. Erfiillt
sie S*, gibt es keinen Pfad zwischen diesen Knoten.

Fiir jedes n € N ist Z U S, erfiillbar: Jeder Graph, in dem es zwischen den betrachteten
Knoten einen Pfad einer Lange > n gibt, entspricht einem normalen Modell. Damit hat
auch jede endliche Teilmenge von Z U S, ein normales Modell, und somit auch jede endliche
Teilmenge von Z U S*.

Nach dem Endlichkeitssatz gibt es ein normales Modell von Z U S*. In dem Graphen, der
dieser Interpretation entspricht, gibt es aber keinen Pfad von dem Knoten, den a représen-
tiert, zu dem Knoten, den b représentiert, im Widerspruch zu der Annahme iiber Z. m
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Endlichkeit von Modellen

Satz 4.9.5. Die Endlichkeit ist in der Priadikatenlogik erster Stufe ohne Gleichheit nicht
ausdriickbar.

Beweis: Sei Nt = N\ {0}. Sei £ eine Sprache der Pridikatenlogik erster Stufe ohne
Gleichheit mit abzdhlbar vielen einstelligen Relationssymbolen {p; | i € N*}.

Angenommen, es gébe eine Menge E von L-Formeln, die die Endlichkeit ausdriickt. Das
heifit, dass E von einer L-Interpretation genau dann erfiillt wird, wenn diese Interpretation
ein endliches Universum hat. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass die Relationssymbole p; nicht
in F vorkommen.

1. Fiir alle n € N und fiir i € {1,...,n} sei
F, = 3x;...3z, /\*(Gl,GQ,...,Gn)
Gi = N(pu(@i), .., pic1(m), pi(ws), ~pig1(xi), ..., “pn(2:))

Fiir jedes n € N* wird F}, offensichtlich nur von Interpretationen erfiillt, deren Uni-
versen mindestens n Elemente enthalten.

2. S1:={F 1} und Syy1:= S, U{F,41} fiir n € N und S* := U Sh.
neNt

Offensichtlich wird S* nur von Interpretationen erfiillt, deren Universen unendlich sind.

Fiir jedes n € N ist EU S, erfiillbar: Nach Annahme iiber FE ist jede L-Interpretation, deren
Universum endlich ist und mindestens n Elemente hat, ein Modell von E U S,,. Damit hat
auch jede endliche Teilmenge von £U.S,, ein Modell, und somit auch jede endliche Teilmenge
von F U S*.

Nach dem Endlichkeitssatz gibt es ein Modell von E U S*, was zusammen mit 2. der
Annahme {iber F widerspricht. n

Der Beweis iibertragt sich wortwortlich auf normale Interpretationen.

Satz 4.9.6. Die Endlichkeit ist in der Pradikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit nicht
ausdriickbar. "

In der Hoffnung, Satz 4.9.6 zu widerlegen, kdnnte man versuchen, folgendermaflen zu
argumentieren: Fiir n € NT sei

F,=Vz1... Vop41 VY (Tpt1=21, Tpt1=22, ..., Tnt1=Tp)

Fiir jedes n € NT wird F,, offensichtlich nur von Interpretationen erfiillt, deren Universen
hochstens n Elemente enthalten.

Die unendliche Disjunktion aller F,, fiir n € N* wiirde die Endlichkeit ausdriicken, wenn
sie eine Formel wére. Aber das ist sie nicht.

Hier zeigt sich eine Asymmetrie in der Pradikatenlogik erster Stufe: Eine unendliche Men-
ge von Formeln ist ein Ersatz fiir die (nicht zuléssige) unendliche Konjunktion aller dieser
Formeln. Es gibt aber kein dhnliches Gegenstiick zu einer unendlichen Disjunktion. Der
Existenzquantor entspricht lediglich Disjunktionen unbestimmter, endlicher oder unendli-
cher, Lange.
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4.10 Exkurs: Folgerung im Endlichen

Fiir viele Anwendungen der Informatik sind Formalisierungen in Sprachen der Priadikatenlo-
gik erster Stufe passend und giinstig, jedoch nur Modelle mit endlichen Universen sinnvoll.
Das gilt zum Beispiel fiir die Integritdtsbedingungen einer relationalen Datenbank oder fiir
die moglichen Pannenursachen in komplexen Systemen, die in manchen Diagnose-Ansétzen
Modellen einer Formelmenge entsprechen.

Anstelle der gewohnlichen Folgerungsbeziehung |= ist fiir solche Anwendungen eine Fol-
gerungsbeziehung angebracht, die nur die Interpretationen mit endlichen Universen bertick-
sichtigt. Diese Folgerung wird ,Folgerung im Endlichen* genannt und =g, notiert.

Definition 4.10.1 (semantische Begriffe im Endlichen). Seien F' und G Formeln einer
Sprache £ der Pradikatenlogik erster Stufe und S eine Menge von Formeln der selben Spra-
che L.

e Eine L-Interpretation heiflit endlich, wenn ihr Universum endlich ist. Ein Modell einer
Formel oder Formelmenge heifit endlich, wenn es eine endliche Interpretation ist.

e Aus F folgt G im Endlichen (notiert F' |=f, G) genau dann, wenn jedes endliche
Modell von F' ein Modell von G ist.

e Aus S folgt G im Endlichen (notiert S |=4, G) genau dann, wenn jedes endliche Modell
von S ein Modell von G ist.

e F heifit erfillbar im Endlichen, wenn F' ein endliches Modell hat. L]

Man beachte, dass nicht etwa verlangt ist, dass jede beteiligte Formelmenge S endlich sei,
also nur endlich viele Formeln enthalte.

Die Automatisierung der Folgerung im Endlichen ist fiir viele Anwendungen niitzlich. Folgt
zum Beispiel im Endlichen eine Integritdtsbedingung I aus der Menge C der sonstigen Inte-
gritdtsbedingungen einer relationalen Datenbank, gilt also C =4y, I, so kann I als redundant
angesehen und ignoriert werden. Wenn dagegen nur die unendlichen Modelle von C auch
I erfiillen, ist I relevant fiir die Konsistenz, weil das intendierte Modell einer relationalen
Datenbank (normalerweise) endlich ist.

Wegen Satz 4.9.5 und Satz 4.9.6 ist es unmoglich, die Folgerung im Endlichen durch
eine Axiomatisierung in der Pradikatenlogik erster Stufe auf die gewOhnliche Folgerungs-
beziehung zuriickzufithren. Es ist also nicht moglich, gewohnliche Beweismethoden fiir die
Prédikatenlogik erster Stufe zur Feststellung der Folgerung im Endlichen einzusetzen. Statt
dessen werden sogenannte ,,Modellgenerierungsmethoden verwendet, die dhnlich wie die
PUHR-Tableau-Methode Modelle fiir wachsende Universen von Grundtermen aufbauen.

Satz 4.10.2. Die Erfullbarkeit einer Formel F' im Endlichen ist semi-entscheidbar.

Beweis: Es ist entscheidbar, ob F' von einer Interpretation erfiillt wird, deren Universum
eine vorgegebene endliche Kardinalitat k& hat. Der Grund ist, dass nur endlich viele Relations-
und Funktionssymbole in F' vorkommen, und dass es iiber den k Elementen des Universums
zu jeder Stelligkeit nur endlich viele Relationen und endliche viele Funktionen dieser Stellig-
keit gibt, mit denen die Symbole interpretiert werden kénnen (Es gibt zum Beispiel genau
2(F*) Relationen der Stelligkeit 3). Man kann also systematisch alle Interpretationen darauf-
hin testen, ob sie F' erfiillen.
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Diesen Test kann man in einer Schleife fiir wachsende Kardinalitdten durchfiihren. Ist F'
erfiillbar im Endlichen, so besitzt F' ein Modell, dessen Universum eine endliche Kardinalitét
k hat. Nach endlicher Zeit beriicksichtigt das Verfahren diese Kardinalitit k. ]

Die Erfiillbarkeit im Endlichen ist nicht entscheidbar. Dieses Resultat wurde von Boris A.
Trachtenbrot in einem Satz nachgewiesen, dessen Beweis wesentlich schwieriger ist als der
Beweis von Satz 4.10.2.

4.11 Nichtausdriickbarkeit des Induktionsaxioms in der PL1S

In Abschnitt 3.10 wurde das Peano’sche Axiomensystem eingefiihrt, das aus folgenden For-
meln einer Sprache £, s der Pradikatenlogik besteht:

P1: Vx —(s(z) = o)

(Kein Wert der Nachfolgerfunktion 14 ist 0.)
P2: VaVy (s(z) = s(y) = z=1y)

(Die Nachfolgerfunktion 1+ ist injektiv.)

P3: VX [ (X(o) A Yy [ X(y) :>X(s(y))]> = Wz X(z)}
(Induktionsaxiom: Fiir jede Teilmenge X der Menge der natiirlichen Zahlen gilt: Ent-

halt X die Null und mit jedem Element auch dessen Nachfolger, dann ist X die gesamte
Menge der natiirlichen Zahlen.)

P1 und P2 sind Formeln der Pradikatenlogik erster Stufe. Das Induktionsaxiom P3 ist
eine Formel der Pradikatenlogik zweiter Stufe. Nach dem Satz von Dedekind (Satz 3.10.6)
ist jedes normale Modell des Peano’schen Axiomensystems isomorph zu (N, 0, 1+).

Wir zeigen jetzt, dass keine Menge von Formeln der Pradikatenlogik erster Stufe diese
Eigenschaft hat. Der Beweis ist eine weitere Anwendung des Endlichkeitssatzes.

Satz 4.11.1 (Satz von Skolem). Keine erfiillbare Menge von L, s-Formeln der Prédika-
tenlogik erster Stufe besitzt bis auf Isomorphie nur (N, 0, 1+) als normales Modell.

Beweis:  Angenommen, es gibe eine erfiillbare Menge N von £, ;-Formeln, so dass jede
normale £, s-Interpretation, die N erfiillt, mit (N, 0, 14) isomorph ist. Dann ist insbesondere
auch (N, 0, 14+) ein Modell von N.

Sei L. die Erweiterung der Sprache £, um eine Konstante c. Eine c-Erweiterung ei-
ner L, s-Interpretation M sei eine L.-Interpretation, die der Konstanten ¢ ein Element aus
Univ(M) zuordnet und ansonsten mit M iibereinstimmt. Insbesondere c-Erweiterungen von
(N, 0, 1+) werden im folgenden eine Rolle spielen. Nun betrachten wir folgende £ -Formeln.

Fy = —(c=o0)
B o= =(c=s(0))
Fy = —(c=s(s(0)))
By, = —(c=s(...5(0)...))
: n—mal
Sei So := {Fp} und Sy := Sy U {Fpq1} filr alle n € N und §* := | ] .

neN
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Erfiillt eine c-Erweiterung von (N, 0, 14-) die Formel F),, kann sie der Konstanten ¢ nicht
die natiirliche Zahl n zuordnen. Erfiillt sie die Formelmenge S,,, kann sie der Konstanten
¢ keine natiirliche Zahl < n zuordnen. Die Formelmenge S* wird von keiner c-Erweiterung
von (N, 0, 1+) erfillt.

Fiir jedes n € N ist N U S, erfiillbar: Nach Annahme iiber N ist jede c-Erweiterung von
(N, 0, 14), die der Konstanten c eine natiirliche Zahl > n zuordnet, ein normales Modell von
NUS,. Damit hat auch jede endliche Teilmenge von N U.S,, ein normales Modell, und somit
auch jede endliche Teilmenge von N U S*.

Nach dem Endlichkeitssatz gibt es ein normales Modell M von N U S*. Wenn diese L,.-
Interpretation isomorph zu einer c-Erweiterung von (N, 0, 1+) wére, konnte sie S* nicht
erfiillen. Also ist die Restriktion von M auf L, ¢ nicht isomorph zu (N, 0, 14), andererseits
ist sie, da ¢ in N nicht vorkommt, ein Modell von N, im Widerspruch zur Annahme. ]

Da P1 und P2 Formeln der Priadikatenlogik erster Stufe sind, ergibt sich sofort:

Folgesatz 4.11.2. Das Induktionsaxiom P3 ist in der Prédikatenlogik erster Stufe nicht
ausdriickbar. "

Nichtstandardmodelle

Die normalen Modelle von {P1, P2}, die mit (N, 0, 14+) nicht isomorph sind, heilen ,Nicht-
standardmodelle”“ des Peano’schen Axiomensystems. Die Bezeichnung ,Nichtstandard“ ist
allgemein iiblich fiir Modelle von Axiomensystemen die nicht mit den intendierten Modellen
isomorph sind.

Fiir jedes normale Modell M von {P1, P2} gilt, dass die Elemente

oM, s(0)M, s(s(0))M, s(s(s(0)))M,. ..

des Universums von M alle verschieden sind. Das Universum muss also mindestens so viele
Elemente haben wie N.

Wenn M zusétzlich das Induktionsaxiom P3 erfiillt, kann das Universum keine anderen
als diese Elemente enthalten. Nichtstandardmodelle von {P1, P2}, die also das Induktions-
axiom P3 nicht erfiillen, enthalten ,zusétzliche® Elemente — zusétzlich nur beziiglich des
intendierten Modells.

Welche Moglichkeiten hat nun ein Nichtstandardmodell M, zuséitzliche Elemente im Uni-
versum zu enthalten? Die Funktion s™ muss ja auch auf diesen zusitzlichen Elementen
definiert sein und sie muss weiterhin injektiv sein und darf keines der neuen Elemente auf
oM abbilden. Es ergeben sich drei prinzipielle Méglichkeiten:

1. Falls ein Element hinzukommt, das kein Bild von s ist, muss von diesem Element ein

zweiter Strang ausgehen, analog zu dem Strang von o™ aus.

Bsp.: D = NU{0.5, 1.5, 2.5, 3.5, ...} mit s (d) = 1 +d fiir alle d € D.

2. Falls jedes hinzukommende Element ein Bild von s ist, kénnen endlich viele Elemente
beziiglich s™ einen Zyklus bilden.

Bsp.: D =NU{0.5, 1.5, 2.5} mit sM(d) = 1+ d fiir alle d € D, aufer s (2.5) = 0.5
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4.11 Induktionsaxiom und PL1S

3. Falls jedes hinzukommende Element ein Bild von s ist, aber kein endlicher Zyklus
vorliegt, kommen unendlich viele Elemente hinzu, von denen jedes einen Vorgénger
und einen Nachfolger unter s* hat.

Bsp.: D = NU{..., =25, —1.5, —0.5, 0.5, 1.5, 2.5, ...} mit s™(d) = 1 + d fiir alle
deD.

Solche Zyklen und Ketten kénnen auch gemeinsam vorkommen. Zudem kann es beliebig
viele davon geben. Wegen P2 sind alle Zyklen oder Ketten paarweise disjunkt.

Man kann durch Hinzunahme von Formeln der Pradikatenlogik erster Stufe Félle der
ersten beiden Arten ausschlieffen. Den dritten Fall aber kann man nicht mit Formeln der
Pradikatenlogik erster Stufe verhindern.

Erweitert man das Peano’sche Axiomensystem, so dass auch die Addition, die Multipli-
kation und die Kleinerbeziehung definiert werden, bleiben nur noch Nichtstandardmodelle
tibrig, in denen nach (N, <) eine Kopie von (Z, <) folgt (,nach* im Sinne der Kleinerbezie-
hung), danach weitere Kopien von (Z, <), so dass zwischen je zwei Kopien von (Z, <) eine
weitere liegt.

Fiir eine Temporallogik représentiert (N, <) ein lineares diskretes Zeitmodell mit Ur-
sprung. Aus dem Satz von Skolem folgt, dass das Zeitmodell einer linearen Temporallogik
in der Pradikatenlogik erster Stufe nicht axiomatisierbar ist. Ein dhnliches Ergebnis gilt fiir
verzweigte Zeitmodelle.
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